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RESUMO

O presente trabalho objetiva discutir as contribescda realizacdo de atividades
exploratérias com a utilizacdo deoftware GeoGebra para a formacdo de imagens
conceituais relacionadas a diversos conteudosieagés de derivadas de funcdes reais,
nos processos de ensino e aprendizagem de Calculd trabalho fundamentou-se
teoricamente em reflexdes sobre o Ensino de Célqasticularmente o Ensino de
Derivadas, Educacdo Matematica no Ensino Superds@alizacdo proporcionada pelas
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo na Educdd@ematica — TICEM. A
pesquisa de campo foi realizada com alunos de tiaema em Matematica da
Universidade Federal de Ouro Preto, a partir doemeslvimento de atividades de
construcdo e interpretacdo de graficos. Para asandbs dados, foram utilizados os
registros das resolucbes das atividades feitass palanos, as construcdes feitas no
GeoGebra e um questionario de avaliacdo das aliejaaplicado aos alunos. Os
resultados obtidos apontam que as atividades baitim para a formacao e lapidagéo de
imagens conceituais relacionadas aos conceitopr@szriedades e as aplicacbes de
derivadas de funcg@es reais que sdo fundamentgisrapectiva de um ensino que valorize
a visualizacdo como um processo essencial a foonagh imagens mentais que

ressignificam a aprendizagem dos alunos.

Palavras-Chave: Ensino de Célculo e Derivadas. Visualizacdo. Texgiab da
Informacdo e Comunicagdo na Educacao Matemética.
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ABSTRACT

This paper aims at discussing the contributionthefexploratory activities carried
out using the GeoGebra softwaoeform conceptual images related to various cdatend
applications of real function derivates in the @ex of teaching and learning Calculus I.
The work was theoretically based on reflectionsuald@aching Calculus, specifically the
teaching of Derivates, Mathematical Education ardu@ization in the Education in
Graduation courses through the Technologies ofrtm&tion in Mathematical Education -
TICEM. The field research was done with the MathigesaDegree students of The Federal
University of Ouro Preto, from the development o&ghic building and interpretation
activities. To analyze the data, the records ofdbleitions of the activities done by the
students, the constructions done in the GeoGebdaaaquestionnaire to evaluate the
activities answered by the students, were usedatheved results show that the activities
contributed to the formation and improvement of captual images related to the
concepts, the properties and application of dezwafrom real functions which are
fundamental in the perspective of a teaching tladties the visualization as an essential

process in the mental images formation that giveseermeaning to the student’s learning

Keywords: Teaching of Calculus and Derivates. Visualizatiohechnologies of

Information in Mathematical Education
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Capitulo 1

INICIANDO A DISCUSSAO

O Calculo foi a primeira conquista da Matematicaderaa...
Creio que sé ele define, de modo inequivoco, o coméa
Matematica moderna.

John von Neuman

1.1. Motivacéo para a Pesquisa

A Educacdo Matematica como campo de pesquisgpderbjeto de investigacédo a
atividade matematica, suas particularidades eagiles. Inicialmente, na década de 1960,
seu foco principal era a Educagédo Béasica; em sagoid&nsino Médio e a formacédo de
Professores.

Ha pouco mais de trinta anos, surgiu uma nova lohhgesquisa com um olhar
voltado para a Educacdo Mateméatica Superior (IGILJQR09). Assim outras teméaticas
surgiram, trazendo varias énfases importantes, taimo: Raciocinio Matematico
Avancado, Processos de Ensino e Aprendizagem danMéta no Ensino Superior,
Ensino de Calculo, Ensino de Andlise, além dasidgoconsagradas da Educacao
Matematica que, em geral, se aplicam ao EnsinorbugesLIORI, 2009). Deste leque de
possibilidades voltadas para o Ensino Superior ajleducacdo Matemética oferece, o

Calculo ocupa lugar de destaque, como retrataqusesiora:

No que tange as especificidades das areas da Matampode-se
constatar que, no Brasil e no exterior, o Célcuilfe®ncial e Integral
tem ocupado parte significativa das pesquisas.degastifica tanto pelo
fato de o Calculo constituir-se um dos grandes aresfveis pelo
insucesso dos estudantes quanto por sua condigéitegiada na
formacdo do pensamento avancado em Matematica QRL.12009, p.
13).

Com isso, abriu-se uma nova perspectiva parasgiofiais, que trabalham na
Educacdao, principalmente para aqueles que leci@mamraduacdes que tém as disciplinas
da area de Matematica, pois € de conhecimento geeatais disciplinas sado verdadeiros
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entraves em varios cursos da area de exatas. forfaz-se necessério investigar,
entender e procurar solu¢des para melhoria no@dsistas disciplinas.

Surgiram assim novos grupos de pesquisa, com sesipues de diferentes centros
académicos, dos quais podemos destacar: o GT-4upoGie Trabalho de Educacéo
Matematica no Ensino Superior, criado durante enhi®ario Internacional de Pesquisa em
Educacédo Matematica — SIPEM, realizado na cidadgedea Negra — SP, em novembro de
2000, sob a coordenacdo inicial da Prof®. DraahiNasser (FROTA e NASSER, 2009) e
0 GTERP — Grupo de Trabalho e Estudo em Resolugderablemas da UNESP — Rio
Claro, sob a coordenacdo Profd. Dra. Lourdes ddkdaa Onuchic (ONUCHIC e
ALLEVATO, 2009).

Com a expansao das linhas de pesquisa em Educac@&m particular em
Educacdo Matematica, surge, na década de 1990nowvaze promissora linha de pesquisa
que utiliza tecnologias de informacdo e comunicagas aulas de Matemética. O
GPIMEM (Grupo de Pesquisa em Informética, outrasliaéi e Educacdo Matematica)
influenciado pelas atividades de extensdo do Pigj€® de Informética na Educacéo) foi
criado na UNESP-Rio Claro e se consolidou tambémétada de 1990. (BORBA, 2000,
p. 47)

Temos hoje computadores e calculadoras avancades sqo capazes de
desenvolver atividades refinadas de Matematica, saftwaresmodernos que possibilitam
o desenvolvimento de calculos, construcdo de gmfie trabalhos de Geometria com
extrema habilidade. Portanto, o professor de Maiemndem, com essas ferramentas,
recursos pedagogicos e novas opc¢des para incrammrda aulas, visando um ensino
significativo dos conceitos trabalhadvsn de Walle (2001) diz que:

[...] se pode aprender a fazer o grafico da equaghama parabola
simplesmente seguindo regras e plotando pontos, ue, g¢gom
disponibilidade, hoje, das calculadoras, fica &l fde fazer e com uma
velocidade e precisdo nunca antes imaginadas. &tdender porque
certas formas de equacdes sempre produzem graficalsolicos envolve
uma busca por padrdes no modo como 0s numeroshgegodam, pois,
nas equacdes polinomiais do segundo grau, seugieagfs numéricos
determinam as raizes, o vértice, a concavidadgee gportanto, o grafico
da funcdo. Além disso, descobrir que tipos de éelsglo mundo real sédo
representados por graficos parabodlicos é mesmo mtsessante e
cientifico, e até mais valioso, do que ter habilalam plotar a curva
guando se d4 a equacdo (VAN DE WALLE, 2001, apududbic e
Allevato, 2009, p. 170).
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Esse pensamento é reforcado e complementado pbe BoPenteado (2005), ao

afirmarem que os computadores ndo substituem /leom@ptam os seres humanos:

Os computadores [...] reorganizam o pensamentésao\vde pensamento
aqui adotada inclui a formulacdo e resolucdo deblpnmas e o
julgamento de valor de como se usa um dado conkatimEntendemos
gue ndo h4 apenas uma justaposicao de técnicashagnanos, como se
a primeira apenas se juntasse aos Ultimos. Ha umesa¢do entre
humanos e ndo humanos de forma que aquilo que graiolrema com
uma determinada tecnologia passa a ser uma mestique presencga de
outra (BORBA e PENTEADO, 2007, p. 49).

Os pesquisadores também exemplificam tal discussigoo tracado do gréafico da
funcdo y = %, afirmando que pode-se tratar de um problema encaletivo no qual ndo
haja midias informaticas e outro onde houver umwswé que permita o tracado de
graficos. Segundo eles, 0 nosso trabalho como ddtes matematicos deve ser o de ver
como a Matematica se constitui quando novos ateeesfazem presentes em sua
investigacdo. A partir dai, estamos diante de na¥esafios. O que ensinar? Como
ensinar? Que metodologia € mais apropriada? Conuva geracdo aprende Matemética?
Qual é a importancia da Matematica? Apoiada nessas outras questdes, a pesquisa em
Educacdo Matematica no Ensino Superior tem se delseio (FROTA e NASSER,
2009).

1.2. Justificativa da Pesquisa

No desenvolvimento das atividades docentes de alBeis (2001) afirma que,
no contexto da sala de aula e na pratica dos pamfs existe um predominio de aulas
com abordagens formais de contetdos e énfasesammspos repetitivos de resolucéo de
listas de exercicios, sem levar em consideracéraadeiro papel desta disciplina para os
alunos do curso em que esteja lecionando. Cursosatieezas distintas apresentam
demandas distintas em relacdo ao Célculo, massjgafessores, segundo o pesquisador,
trabalham a mesma aula, com as mesmas metodol®gasmesmos cronogramas para
todos os cursos.

Em geral, a pratica docente privilegia o estabelenio de definicdes formais e

demonstracdes refinadas ao trabalho com ideiadtivai e demonstragbes praticas;
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trabalha-se exaustivamente métodos repetitivos,ugamdo para um segundo plano
algumas questdes relevantes da disciplina. ContaaieBischbein (1994):

E uma mera ilusdo acreditar que o conhecimentaidenas, teoremas,
provas e definicbes, como eles sdo expostos foremaémem livros
textos, torna capaz alguém de resolver problemdgs1f uma concepcéo
enganosa difundida, segundo a qual, se vocé entenwtematica como
um sistema de conceitos, espontaneamente vocénsectipaz de usa-los
resolvendo uma classe correspondente de probléftfsSHBEIN, 1994.
apud IGLIORI, 2009, p. 14).

Com isso, pode-se conjecturar que ocorra certontdessse por parte dos alunos
em aprender ou procurar entender os conceitos tmlG&iferencial e Integral, sendo
gque também acabam nédo percebendo a importanciendamento avancado desenvolvido
nesse curso e nao enxergam nessa disciplina uinatitelade ou relevancia para o curso
escolhido.

Temos também outra questdo interessante que é atitidacdo de ferramentas
eletrdnicas no desenvolvimento do curso e, primtipate, na resolucdo de questdes.
Poucos professores estéo preparados e utilizarm Ex3#s0s em suas praticas docentes.

Esta constatacdo serviu de motivacao para a omgawopsa pesquisa, com base na
procura por respostas ou mesmo propostas intetessgue possam modificar e melhorar
o0 ensino de Calculo. Nos levando a algumas ind&gagBomo o0s alunos aprendem
Calculo? Quais processos cognitivos sao relevamieaprendizagem desta disciplina?
Como e em que momento introduzir a utilizacasaftwvaresmatematicos? Qual ementa é
mais adequada? Qual recurso eletrdnico é mais rdgadofl Questdes como estas, tendo
como pano de fundo as teorias do Pensamento Matenfatancado, que tem Dreyfus,

Tall e Vinner como referéncias, serdo discutidamago deste trabalho.

1.3. Apresentacao da Pesquisa

Os trabalhos desenvolvidos em Ensino de Calculm, wérias teses e dissertacfes
em bancos de pesquisa, além dos trabalhos sobrglizacdo de Tecnologias da
Informacdo e Comunicacdo na Educacdo MatematicBCEM, serviram de motivacdes

iniciais de investigacao para a pesquisa aquialme@nte apresentada.
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1.3.1. Questao de Investigacéo

A partir das discussdes realizadas até aqui, propomn seguinte questdo de

investigacao:

Quais séo as possiveis contribui¢cdes da utilizacéo softwareGeoGebra
para a formagao de imagens conceituais relacionadas conceito de Derivadas
nos processos de ensino e aprendizagem de Calcylo |

a partir da realizacéo de atividades de construcade graficos?

Nossa questdo de investigacdo se enquadra na dehgesquisa d&ducacgao
Matematica no Ensino Superior desenvolvida no MédstrProfissional de Educacéo
Matematica da Universidade Federal de Ouro Pretonka de Pesquisa 1: Educacédo

Matematica Superior, Informética Educacional e Maglem Matematica.

1.3.2. Objeto de Estudo

O objeto de estudo do trabalho a ser desenvohatimiia-se em uma perspectiva
desafiadora: uma analise do processo de formac#&uatdgens conceituais relacionadas as
derivadas, por meio da construcédo do gréafico dedes, com o auxilio de ferramentas

eletrdnicas, mais especificamente, do software @bo#; de livre utilizaco.

1.3.3. Objetivo Geral

Em nossa pesquisa, assumiremos como hipétese htaque a utilizagdo de
softwares matematicos pode contribuir para a construcdo rdagéns e definicbes
conceituais significativas relacionadas a derivaiaincdes reais.

Com nossa pesquisa, pretendemos identificar esanals possiveis contribuicdes
da utilizacdo dsoftwareGeoGebra aos processos de ensino e aprendizag€aiaildo |,

a partir da realizagdo de atividades de constragaterpretacdo de graficos. Pretendemos,
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também, fazer um levantamento historico sobre anBnde Calculo no Brasil, além de
discutir o Ensino de Célculo e as Tecnologias flarimacdo e Comunicacdo na Educacéo
Matematica — TICEM.

1.3.4. Objetivos Especificos

Em nossa pesquisa, configuram-se 0s seguintesvaigjeispecificos:

- Apresentar / discutir o Ensino de Calculo na pectiva da Educacdo Matematica no
Ensino Superior;

- Elaborar, implementar e avaliar atividades exgitmias utilizando TICEM relacionadas a

diversos contetidos de derivadas trabalhados enulG#jc

- ldentificar as contribuicbes das atividades paréormacdo de Imagens Conceituais
relacionadas ao conceito de Derivadas nos processessino e aprendizagem de Calculo
l;

- Apresentar uma proposta de ensino de “Derivaga§uhcdes Reais” com atividades
exploratorias utilizando TICEM, para disciplinas @élculo | em cursos de Licenciatura

em Matematica.

1.3.5. Metodologia de Pesquisa

- Pesquisa Teorico-bibliografica sobre Tecnologias Informacdo e Comunicacdo na
Educacdo Matematica, Ensino de Calculo, Pensameévildematico Avancado,

Visualizacéo e Educacado Matematica no Ensino Superi
- Pesquisa de Campo realizada em sala de aulalabo@tério de informaticagom 17

alunos de Licenciatura em Matematica da UFOP, oud&dos na disciplina MTM 212 —

Calculo I, no 2° semestre letivo de 2012, a paltirelaboracdo e desenvolvimento de
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atividades exploratorias utilizando o GeoGebraadiehadas a diversos contetdos de
derivadas.

1.4. Estrutura da Dissertacao

Apés a presente introdugdo, passaremos ao Cagituio qual destacaremos os
referenciais tedéricos que embasam / sustentam radsalho: Educacdo Matematica no
Ensino Superior, Pensamento Matematico Avancadandlegias da Informacédo e
Comunicagdo e Educacdo Matematica, Visualizacdo HEuncacdo Matematica e
Visualizag@o no Ensino de Calculo com o uso daEMC

No Capitulo 3 trataremos da metodologia de pesgdestacando os instrumentos
de coleta de dados e, principalmente, as atividagpkratérias utilizando o GeoGebra,
relacionadas a diversos contetdos de derivadas.

No Capitulo 4, descreveremos e analisaremos n@ddadades, com vistas ao
estabelecimento de categorias / eixos de analise.

Nas Considerac¢des Finais, trazemos um conjunt@sfgstas a nossa questao de

investigacao.
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Capitulo 2

REFERENCIANDO TEORICAMENTE NOSSA PESQUISA

Arquimedes sera lembrado, quando Esquilo ja tiigr esquecido,
porque as linguas morrem, mas as ideias matemati@as A
“imortalidade” pode ser uma palavra tola, mas, pr@mente, sera
um matematico a ter a melhor oportunidade parararostque ela
podera significar.

G. H. Hardy

Tomando a Matematica desde o inicio do mundo a&poga em
gue Newton viveu, o que ele fez foi, em grande laseametade
melhor.

Leibniz

Neste capitulo, iniciaremos destacando, dentrodiec&tdo Matematica no Ensino
Superior, 0 Ensino de Calculo. Faremos inicialmemt& breve descricdo da chegada e
difusdo do Calculo no Brasil. A partir dai, destac@os a evolucdo do seu ensino, sua
importancia, os problemas apresentados em seussgax de ensino e aprendizagem, a
criacdo de grupos de pesquisa no Brasil e, consefuente, sua afirmacado enquanto
campo de pesquisa.

2.1. Sobre o Calculo Diferencial e Integral

O foco principal do nosso trabalho € o ensindCdéculo Diferencial e Integral;
portanto, estudar a evolucéo historica do Calcjudaaa entender certos aspectos do seu
desenvolvimento e na compreensao das dificuldgmesentadas no ensino da Matematica
Superior.

Os conceitos fundamentais do Calculo surgiram rexi@r principalmente com os
trabalhos de Arquimedes, e tiveram sua consolidagaseculo XVII. Cabe ressaltar que

nao nos interessa, nesse trabalho, entrar nosheetdh polémica envolvendo os dois
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grandes matematicos, Newton e Leibniz, a respeait@rinazia da criacdo do Calculo.
Vemos o Calculo como fruto do esfor¢o intelectumirdimeras geracdes de matematicos,

de Arquimedes a Cantor, como destaca Contador Y2008

Afirmar que Newton e/ou Leibniz s&o os autores deor&gma
Fundamental do Célculo, é bem plausivel, mas nyirdam particular,
atribuir exclusivamente a eles a criacdo do Calbiferencial e Integral
é um erro. E claro que questdes sobre a raziorieda e calculo de
areas foram generalizadas e muitas dessas quésijéesao respondidas
de forma rotineira, gracas a essa ferramenta. Numide mais formal, o
Célculo nas maos de Newton e, principalmente, adsetbniz, devido a
sua simbologia, atingiu o auge, mas devemos lemdpar desde os
primérdios de nossa era, problemas envolvendadcaatéio, quadratura de
curvas e volumes, fizeram parte dos problemas néiers de muitas
civilizacbes (CONTADOR, 2008, p. 310).

O periodo que se segue a consolidacédo do Caladoegploracdo, uma verdadeira
revolucao cientifica tendo como ferramenta o Cél®iferencial e Integral, apoiado pela
Geometria Analitica. Com esse poderoso e eficigrstirumento em maos, a maioria dos
matematicos do século XVIII foi atraida pela amggdéicabilidade.

Perto do fim do século XVIII, a comunidade mateg®i$entiu a necessidade de
reforgar as bases tedricas dessa linha de pensaneentbusca de uma fundamentacéo
l6gica rigorosa. Com esse objetivo, a geracdo demdicos do século XIX dedicou-se
arduamente a tarefa de construir uma nova basealogma forma de dar rigor aos
processos matematicos, o que foi conseguido coesendolvimento da Analise, a partir
dos trabalhos de Cantor (1845 — 1918) e Dedeki@81(+ 1916).

Para o prosseguimento da nossa pesquisa teéribogbdtiica, sera necessario, a
partir de agora, investigarmos como essa area deaden Calculo Diferencial e Integral
se desenvolveu enquanto disciplina matematica,cedpente no Brasil. A partir dali,
intentamos voltar nosso foco para seus processoendmo e aprendizagem, suas
mudancas e tendéncias, suas linhas de pesquiga ejenos importante, seu papel como

disciplina de formacéo matematica nos dias atuais.

2.2. O Célculo no Brasil

Enquanto o Calculo era desenvolvido e consolida&uropa, o Brasil era uma

colonia extrativista; ndo tinhamos universidades nampouco um sistema de ensino

20



desenvolvido. Nessa época, a educacao aqui estarg@dos jesuitas. Com a chegada da
corte em 1808, fez-se necessario estabelecer Bai@alma infraestrutura para a sua
permanéncia; criou-se entdo, a Academia Militantgmente com a Imprensa Régia, 0
Jardim Boténico, a Biblioteca Real, 0 Museu Real @bservatorio Astrondmico, dentre
outras inimeras instituicbes para o funcionamemtonétropole. Na Academia Militar,
criada em 1810 e que comecou a funcionar em 181 indugurado o curso de Ciéncias
Fisicas, Matematicas e Naturais, com duracéo decganos. Por muito tempo, essa foi a
principal instituicdo de ensino de Matematica daddr com varias modificacdes em seu

nome, como relata D’Ambrasio (2008):

Em 1839, em plena regéncia, a Real Academia Milgatransformada
em Escola Militar da Corte; em 1858 passou a sameda Escola
Central; em 1875, Escola Politécnica; e, em 1886pER Politécnica do
Rio de Janeiro. Nessas escolas é que se ensinas® pesquisava
Matemética. De muita importancia foi instituir, eb842, o grau de
Doutor em Ciéncias Matematicas (D’AMBROSIO, 200848).

De acordo com Lima (2008, p. 2), “o ensino de dal@iferencial e Integral nessa
instituicdo baseava-se no livibraité Elémentaire de Calcul Différentiel et du Qal
Intégral do francés Sylvestre Francois Lacroix (1736-1843)] traduzido para o
portugués por Francisco Cordeiro da Silva Torresm&l. A partir da criacdo do grau de
Doutor, varios trabalhos foram apresentados acolaiagséculo XIX, inclusive na area do
Célculo; a maioria desses trabalhos estdo listadosvro de Clévis Pereira da Silva,
intitulado A Matemética no Brasil; Historia de seu Desenvobiita

Em 1840, Pedro de Alcantara € coroado ImperadoroRee inicia-se 0 Segundo
Império, periodo de grande progresso econdmictetectual. Em 1876, foi inaugurada a
Escola de Minas de Ouro Preto, mais um centro igha &t Matematica como um de seus
pilares. De acordo com D’Ambrdsio (2008):

A Escola de Minas de Ouro Preto foi organizada fisloo, matematico

e gedblogo francés Claude-Henri Gorceix (1842-91f%)s moldes da
Ecole de Mines de Saint-Etiene desde seu inicio enfatizava a
Matemética como uma disciplina béasica. Gorceixrésponsavel pela
contratacdo, em 1878, de Arthur Thiré (1852-198¥tematico francés
gue, em Ouro Preto, assumiu cadeiras de Materr(eDr@a\/IBROSIO,
2008, p. 58).

21



Em 1893, foi criada a Escola Politécnica de SadoRgue, em 1934, faria parte da
Universidade de Sao Paulo. Segundo Lima (2008, pa@scola Politécnica de Sao Paulo
foi criada em 1893, nos moldes Halgendssische Technische Hochschideurique, mas
na préatica, seguia as concepcdes e técnicas estialaal pelaEcole Polytechniquele
Paris.” Ainda segundo Lima (2008, p. 6), “o Calcatsinado na Escola Politécnica de Séo
Paulo tomava como referéncia o livRremiers Elements du Calcul Infinitesimde
Hippolite Sonnet, que trata o Calculo na conceplgiibeibniz e Newton, dando énfase aos
infinitésimos e a nocao intuitiva de limite”.

Pesquisas mostram que o Calculo ensinado no Baasilp inicio do século XX,
estava apoiado nos conceitos gerados antes dams8vlll, privilegiando os conceitos
basicos de derivada e integral e suas aplicacées|evar em conta e sem abordar o rigor
dos fundamentos dos conceitos matematicos. Lin@8(30 12) afirma que: “Esses cursos
ndo visavam a construcao rigorosa dos fundamewwsahceitos matematicos estudados;
a Matemética ensinada priorizava a formacdo dd¢args e engenheiros”. Oliveira (2004),

afirma que:

A Matematica, em particular o Calculo Infinitesimekerceu o seu papel
de disciplina de servico na educacdo dos estuddateagenharia. Tinha
a finalidade de atender as necessidades dos esidam seu Curso,
capacitando-os para o exercicio de suas futurasdésn(OLIVEIRA,
2004, P. 22, apud. Lima, 2008, p. 12).

AplGs esse periodo e a partir das décadas de 19203@, as primeiras
universidades do Brasil comegcam a ser inaugurddiaisersidade de Sao Paulo (1934),
Universidade Federal de Minas Gerais (1927) e Usidade Federal do Rio de Janeiro
(1920), que era a antiga Real Academia de 1792e mBssnero é verdadeiramente
expandido no periodo pés-guerra.

Retomaremos essa discussao sobre a questdo daucdosigorosa dos conceitos
do Calculo oportunamente, quando discutirmos atgoefas definicdes conceituais e sua
relacdo com as definicbes formais. Agora, tentasesitmar o movimento da Educacao

Matematica no Brasil e, dentro dele, buscaremaa fo&nsino Superior de Matematica.
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2.3.A Educacgdo Matematica no Ensino Superior

2.3.1. Primeiros passos da Educacao Matematica nodsil

O contexto apresentado acima, como ja mencionafoosy o desenvolvimento
do ensino do Calculo Diferencial e Integral no Brague estava concentrado na Escola
Militar no Rio de Janeiro. A escola basica brasaldéicou por mais de duzentos anos quase
que exclusivamente nas maos da Companhia de Jesusino praticado pelos jesuitas
apresentava uma proposta classico-humanista, agitaich 0 desenvolvimento da retérica,
das humanidades e da gramatica. Mesmo apés a @smlds jesuitas do Brasil, 0 ensino
basico ficou a cargo de algumas ordens religioras,a Matematica continuava sem fazer
parte do escopo das disciplinas ministradas.

O Colégio Pedro Il do Rio de Janeiro, fundado er@71&ignificou um grande

avanco na direcdo de mudancas do ensino basidtelilgasomo destaca Miorim (1998):

Pela primeira vez, foi apresentado um plano gradiuiaiegral de estudos
para o ensino secundario, no qual os alunos eramgwidos por série, e
ndo mais por disciplinas, e obtinham, ao final desge, um titulo de
bacharel em Letras, que lhes garantia a matriculeqealquer escola
superior, sem a necessidade de prestar exame® plas® de estudos,
nos moldes dos colégios franceses, predominarafiseplinas classico-
humanistas. Apesar disso, as matematicas, as #inguaernas, as
ciéncias naturais e fisicas e a histéria seriambéam contempladas,
mostrando uma tentativa de conciliagdo entre onenslassico e as
modernas; um reflexo das discussfes eatreiens e modernesque
aconteciam na Europa. As matematicas — aritméj@anetria e algebra
— tiveram, assim, seu lugar garantido e aparecemanodas as oito séries
do curso (MIORIM, 1998, p. 87).

Com a Proclamagéo da Republica, em 1889, foi craaditinistério da Instrucéo,
Correios e Telégrafos, e o primeiro ministro queuasu esta pasta, Benjamin Constant,
promoveu uma profunda reforma em todo o sistemaamilbnal brasileiro. Essa reforma

ficou conhecida por Reforma Benjamin Constant. Migf1998) comenta que:

A Reforma, elaborada segundo a filosofia de AugGstmte, representou
uma ruptura com a tradicdo classico-humanista esxistaté entdo no
ensino secundéario. Era uma tentativa de introdumita formacao
cientifica — nos moldes positivistas — em subsitoia formacao literaria
existente (MIORIM, 1998, p. 87).
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A segunda grande reforma ocorreu em 1931, coninoepo ministro do recém
criado Ministério da Educacdo e Saude Publica. dNeswva reforma, vé-se claramente
explicitados os principios defendidos pelo Movineelmternacional para Modernizacao do

Ensino da Matematica. Com relacdo a esse movimghboim (1998) nos traz:

O Primeiro Movimento Internacional para a Modergé&arepresentou a
primeira tentativa, organizada e envolvendo vipases, de reformular
um ensino de Matematica existente havia séculosnidendo existindo
uma intencdo inicial nesse sentido e, também, unopopta Unica,
algumas diretrizes que foram por ele estabelecidtigenciaram as
futuras discussbes sobre a Educacdo Matematicaiferendes paises.
Apesar disso, as mudancas ocorridas durante a®iéndécadas de
nosso século ndo chegaram a produzir os efeitograekps. O
descompasso existente entre os ultimos avancasficies e tecnolégicos
e a Matematica ensinada nas escolas de nivel médaintensificado e
este seria novamente um dos mais fortes argumenioados pelos
defensores do Movimento de Matematica Moderna pastficar a
necessidade de “modernizacdo dos conteudos matesia(MIORIM,
1998, p. 107, grifo do autor).

Esse movimento, promovido em sua maior parte pamdgs matematicos, tinha a
intencdo de minorar a distancia entre a Matematisinada nas escolas basicas e aquela
produzida nos centros académicos; portanto, a ptara introduzir alguns elementos da
Matematica desenvolvida nos séculos XVII e XVllle cordo com Miorim (1998, p.
106), “a introducdo do conceito de funcdo, elemamdicador dos véarios ramos da
Matematica, ja representava uma tentativa de agéquaos estudos mais recentes que
tinham como uma de suas caracteristicas fundarsemtampimento da barreira existente
entre 0s campos matematicos”.

Toda essa movimentagdo também provocou mudangasisado ensino mundial
de Matematica, culminando em uma Conferéncia latgomal em Royaumont, em 1959,
promovida pela Organizacdo Europeia de Cooperagéandmica — OECE. Nessa
conferéncia, foram estabelecidas as bases do Matinda Matematica Moderna, cujo
desenvolvimento teve como ponto alto os traball®dNidolas Bourbaki (nome ficticio
escolhido por um grupo de matematicos, em sua agipanceses), que propunha uma
reformulacdo de toda a Matematica com uma novanatioa, em que 0s elementos
essenciais eram 0s conjuntos, as relagoes e atiesdt

Segundo Miorim (1998, p. 111), “no Brasil, as gdestrelativas ao ensino de

Matematica comecaram a ser discutidas com maiensidade pelos professores durante a
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década de 50, devido especialmente a realizacapradosiros Congressos Nacionais de
Ensino de Matematica.” Naquele momento, a Educd@iematica comecava a dar os
primeiros passos em solo brasileiro. O primeircsdesongressos foi realizado, em 1955,
em Salvador — BA. Outros quatro congressos foraatizeglos até 1966 e grupos de
pesquisa em Educacdo Matematica foram criadosr®elds podemos destacar o Grupo
de Estudos do Ensino de Matematica — GEEM / SPrupdsde Estudos de Ensino de
Matematica de Porto Alegre — GEEMPA / RS, o Nudedestudo e Difusdo do Ensino de
Matematica de Curitiba— NEDEM / PR, o Grupo de #stue Pesquisas em Educacéo
Matematica do Rio de Janeiro — GEPEM / RJ e umayagerdenado pelo professor Omar
Catunda na Bahia.

Essa Educacdo Matematica ficou, em seus anosisierclusivamente voltada
para as questdes do Ensino Basico, hoje denomiBadomos Fundamental e Médio,
focalizando inUmeros aspectos. Dentre eles, podetesmcar: formacdo de professores,
curriculo, processos de ensino e aprendizagemiaesial e outros. Essa concentracdo se
deve, em primeiro lugar, & demanda de necessidbdse nivel, pois até poucas décadas
antes do inicio dessas pesquisas, a Matematicallieata nas escolas basicas tinha suas
bases na Matematica Classica Grega e, nas uniadesiddesenvolvia-se uma Matematica
moderna, fundamentada nos conceitos refinadoséwsdos XVII, XVIII e XIX. A partir
da década de 1980, comecam a surgir as primeirsguigas na area da Educacao

Matematica no Ensino Superior.

2.3.2. A Educacgdo Matematica no Ensino Superior

A Educacao Matematica no Ensino Superior comecsel @esenvolver a partir da

década de 1980 no cenario mundial, de acordo cota R002):

Internacionalmente, a pesquisa nesse nivel de cengimbém se

consolidou mais tarde, a partir da década de 80 aomo grupo

(Advanced Mathematical Thinking Group) durante et anual do

International Group for the Psychology of MathemstEducation. Os
trabalhos desenvolvidos no inicio se fundamentgsantipalmente na
Psicologia da Educacéo; em especial nos trabalhdeah Piaget e Lev
Vigotsky, um esfor¢o visando estender suas idedas @xplicar questdes
relativas ao ensino/aprendizagem da matematicangoriduos adultos

(PINTO, 2002, p. 334).

25



Em relacdo a pesquisa brasileira em Educagdo Matamé Ensino Superior, a

pesquisadora afirma que:

Em nosso pais, o primeiro encontro de pesquisadoessa area
aconteceu em 2000, durante o | Seminario Internatide Pesquisa em
Educacdo Matemética, em Serra Negra, S8o Paulanieeglo pela

Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEMpssa

oportunidade, constituiu-se o primeiro Grupo deb@atao em Educacao
Matemética no Ensino Superior, coordenado pela Dlian Nasser, do

Instituto de Matemética — UFRJ (PINTO, 2002, . 334).

A partir de entdo, é verificada uma evolugdo nagjpisas nessa area, que tem se
consolidado enquanto campo de pesquisa dentro rdagppis universidades do Brasil.
Vérias sdo as questbes motivadoras para a pesgssa segmento de ensino; dentre eles,
podemos destacar o uso de novas tecnologias nooers questdes da evasédo e do alto
indice de reprovacdo nas disciplinas, em particutes disciplinas de Calculo, a
dificuldade dos alunos ingressantes em cursos fartam disciplinas da Matematica em
seus ciclos basicos, a problematica da avaliacA@ndéise de livros didaticos, a
Modelagem Matematica Superior, a transicdo da MatiemElementar para a Matematica
Avancada, o Pensamento Matematico Avancado, deutras.

A evolucdo de oferta de vagas para docentes nand&risuperior fomentou a
pesquisa, implicando em um numero crescente deodsuhessa area. A quantidade de
trabalhos e pesquisas na area tem acompanhadotde gxplosédo de vagas ofertadas em
cursos da area de exatas, em particular, nas EagesnhUm estudo realizado pelo Nucleo
de Estudos e Pesquisas sobre a Formacao e Exdtodfissional em Engenharia da UFJF,
em 2010, destacou que o numero de cursos de Engenma Brasil saltou de,
aproximadamente, 400 em 1990 para 2566 em 2008 acatdo com esse relatorio, essa
evolucéo se deve a dois acontecimentos: a flexdlgfio da legislacdo referente a abertura
de novos cursos e ao advento da globalizacéo, rpezei 0 pais num contexto social,
econdmico e politico de alta competitividade. Eéseibilizacdo da legislagdo € melhor

explicada por Campos (2012):

O abrandamento no rigor de normas legais que neguiivam a criacao
de novos cursos e centros de ensino superior perNEssas instituicoes
darem uma resposta rapida ao problema. Houve, tamiséporte
governamental ao sistema privado de ensino, atde/ésansferéncias de
recursos, sobretudo, pelo Programa de Financiantesitalantil (FIES),
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lancado em 1999, e do Programa Universidade patasl®ROUNI), de

2005, que permitiram 0 acesso a estudantes de baixka através do
subsidio nas mensalidades, fato que possibilitoeissas instituicbes
expandirem sua oferta de cursos e ocuparem suas \agosas. Com
isso, o surgimento de cursos, ou ampliacdo dozigéeates, e a criacdo
de novas faculdades e centros universitarios darmo a um processo
de expanséo acelerada da oferta de vagas nedsasciiss e uma busca
ndo menos veloz dos novos estudantes por uma faomagiversitaria

(CAMPOS, 2012, p. 17).

Com a expansado de novos cursos e novos Centrogrditérios, com varios deles
tendo a Matematica em suas formacdes iniciais, &éiwna problemas relacionados ao
ensino e aprendizagem das disciplinas de contelatenmatico, particularmente e em
grande proporcdo, o Célculo Diferencial e Integcaln altos indices de reprovacéo e,
consequentemente, um numero consideravel de evlss@otraz a luz da pesquisa em
Educacdo Matematica no Ensino Superior, um objetoem nuances e dados para serem
examinados e dissecados, sob varios focos e pateosista, levantando, entéo,
questionamentos importantes para busca de solUgéesque o0 aluno carrega toda a culpa
em seu fracasso na aprendizagem dessa Matematiaac#da, por conta de sua
“defasagem” de conteudos trazida da escola baskta®era que professores com seus
métodos conservadores ndo sdo capazes de repamasapraticas pedagdgicas? Novas
tecnologias contribuem para amenizar essas didalsl e contribuem positivamente nos
processos de ensino e aprendizagem dessa dis@i@inais mudancas nos curriculos dos
cursos de exatas devem ser efetivadas para memraprovacoes e evasdes?

De fato, o Ensino de Calculo tem despertado oesser de pesquisadores e grupos
de pesquisa na area, desde os anos de 1990, datacResende (2004):

E noto6rio o crescimento, em termos nacionais, doemd de pesquisas
em Educacdo Matematica no ensino superior. A razdm este
crescimento, conforme nos revela Nasser (2001g-dewa varios fatores:
a introducdo do uso de novas tecnologias no ensinaumento do
namero de pesquisadores em Educacdo Mateméaticanstasicdes de

ensino superior e as recentes reformas curriculdes cursos de
Licenciatura em Matemédtica. Levantamento estatistiealizado

recentemente, tendo como base o0 universo das pasqrgalizadas e
apresentadas em forma de comunicag¢des cientifica¥lin Encontro

Nacional de Educacdo Matematica — realizado na UERJjulho de

2001 - nos dé evidéncia do significativo volumepdsquisas no ambito
do ensino superior: este representa quase um gdartmiverso total

(RESENDE, 2004, p. 21).
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Os problemas apresentados pelos envolvidos nosegsog de ensino e
aprendizagem de Calculo ndo sdo novos; varios samwtivos apresentados para justificar
o fracasso em se alcancar, por parte dos discantes,aprendizagem significativa dos
conceitos basicos dessa disciplina. Além dissaneras propostas sédo apresentadas pelas
instituicbes de ensino para solucionar o problemaalto indice de reprovacdo, como

aponta o relatério de Mello (2001):

A alta reprovacdo em Célculo I, que se agravou réir pdo final da
década de 1970, constitui um dos maiores problemoas cursos de
Engenharia. Apesar de muitos professores atribuirgmoblema a falta
de preparo dos alunos, isso ndo impede de as vamiaancas
curriculares proporem alteracfes para “melhoraCéatculo I. Por outro
lado, alguns professores tentam adequar a sua fdemensinar essa
disciplina, levando em conta a realidade dos alguesingressam hoje
em dia nas Escolas de Engenharia (MELLO, 2001).p. 1

Esse artigo, elaborado por professores da UFF esamado no Congresso
Brasileiro de Ensino de Engenharia — COBENGE, efiil2@presenta varias propostas de
mudancas que visam melhorar a qualidade no ensir@éattulo, desde 1970 a 2000. De
acordo com o documento, durante esse periodo,svéigtativas foram planejadas e
implantadas, tais como: alteracdo no sistema dée&a com provas unificadas, reforma
curricular, mudanca de metodologias de ensinoraal® nos vestibulares e implantacéo,
em 1998, de turmas que utilizavam computadores eas seis aulas semanais. Ao
abordarmos um artigo externo a producdo da Edudde@ematica, buscamos evidenciar
que o problema em destaque, tem sido um verdadetrave na grade curricular dos
cursos da area de exatas.

Diversos estudos e relatérios mostram, numericamestdados da reprovacédo do
Céalculo dentro das universidades. Resende (200é4¥@mta dados em que o percentual de
reprovacao em Calculo em duas instituicbes de Br&uperior, a UFF e a USP, ultrapassa
50%, chegando a 95% em alguns cursos e, surpréentste, a 65% no caso do curso de
Matematica. Esse problema ndo é exclusivo dessdisuigbes de ensino, citadas por
Resende, nem muito menos da época em que o adigpublicado, Rocha (2010)
apresenta outros dados relativos a outros centem®aicos, como UFOP e PUC-MG, em

que os indices se assemelham aos valores evidesciad
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Diante do fato, incontestavel, que o ensino de uldltem gerado grandes
discussbes e inUmeras pesquisas, multiplos ollsat@e o tema geraram linhas distintas

de trabalho, como destaca Reis (2009):

O ensino de Célculo tem sido foco de diversas digirs/ investigacdes
sob a perspectiva da Educacéo Superior, tanto golestdes curriculares
guanto sobre questbes metodoldgicas. Entretant@ questdo que
precede a elaboracdo de curriculos e ementaspksie bibliografias e
livros-textos e a opcdo por uma determinada medgiflou recursos
metodolbgicos é que a pratica pedagogica do pafates Calculo deve
se pautar, primeiramente, na reflexdo e compreesséi@ que papel o
Célculo Diferencial e Integral representa pela fg&o matematica dos
estudantes (REIS, 2009, p. 81).

O Caélculo Diferencial e Integral € parte integradts ciclos basicos de diversos
cursos superiores, tanto na area das ciénciassexa®o administrativas, econémicas e
sociais; em alguns desses cursos, ele é trabatteftirma mais conceitual e, em outros,
de forma mais procedimental. Um dos conceitos aenttrabalhados no Célculo,
independentemente da forma de trabalho, certandéemieonceito de funcéo. Igliori (2009)

afirma que:

O Célculo Diferencial e Integral tem seu desenwodrito confundido
com o desenvolvimento da propria Matematica, ja gsegrandes
problemas da Matematica necessitaram do instruinéat&alculo para
serem enfrentados. Os trés grandes problemasocdasguadratura do
circulo, trissec¢cdo do angulo e duplicagdo do cnfo nos deixam
mentir. Além disso, as noc¢des de numero real, itofircontinuidade,
limite e funcdo constituem o cerne da MatematiGLIORI, 2009, p.
13).

Nessa perspectiva, a derivada de uma funcao relbganportancia por trabalhar
com todos esses elementos integrantes do cerrazdéstpela pesquisadora. Assim, como
intentamos, em nossa pesquisa, discutir o ensinledeadas de funcdes reais, buscaremos
fundamenta-la também numa teoria muito relevargaestem sido bastante explorada na

Educacgéo Matematica no Ensino Superior: o Pensandaitematico Avancado.
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2.4. Pensamento Matemético Avancado

2.4.1. Concepcbes acerca do Pensamento Matematio@mAcado

A linha de pesquisa denominada Pensamento Matemffigncado ou, no original
em inglés,Advanced Mathematical Thinkingganhou destaque desde a época em que
pesquisadores da Educacdo Matematica voltaramaseragdes para o Ensino Superior, na
década de 1980, como ja citado por Pinto (2002)a@edo com Almeida (2013, p. 3):
“No cenério internacional, esse campo surgiu, nadéde 80, durante o encontro anual do
International Group for the Psycology of the Matlaical Education -PME, com a criagéo
do Advanced Mathematical Thinking Graup

Esse nome é também atribuido ao grupo de estudosado por professores
destacados que tem como lider o Professor Davig dueé organizou em forma de livro os

principais resultados de pesquisas realizadasgoepm, como destaca Almeida (2013):

Outro ponto importante da biografia desse brilhanter é a organizacao
do livro Advanced Mathematical ThinkinfALL, 1991). Esse livro
trouxe o resultado das discussfes do grupo delhabeado no ano de
1985, o Grupo Internacional de Psicologia da Edimaglatematica
(IGPME, comumente abreviado como PME). Esse ligue, se constituiu
como um estado da arte das pesquisas na areat@e epntou com a
participacdo de pesquisadores como Ed Dubinskyhdléc Artigue,
Sholmo Vinner, Bernard Cornu, Tommy Dreyfus, denwatros
(ALMEIDA, 2013, p. 5).

Pesquisadores diferentes tém concepcbes distint@scaa do Pensamento
Matematico Avancado, mesmo autores de artigos gugp@em o livro acima citado.
Todos esses autores se referem ao pensamento alesnem disciplinas de cursos
superiores; portanto, para todos eles, os conaggdsncao, limite, infinito e derivada tém
lugar de destaque dentro dessa teoria.

Faremos, a partir de agora, uma sintese sobre @ guBensamento Matematico
Avancgado, quais sdo 0s seus pontos mais importantggais sdo as similaridades e
diferencas entre Pensamento Matematico ElemerRansamento Matematico Avancado,
nas perspectivas de alguns dos seus principaisiipagdqres. Dentre eles, revisitaremos

Tommy Dreyfus, Eddie Gray, Shlomo Vinner e Davidl, Tdestacando o trabalho de Tall,
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com énfase nas suas teorias sobre imagem conceitdafinicdo conceitual, conceitos
centrais na construcdo de nosso referencial tedrico

Para Dreyfus (1991) o Pensamento Matematico Avancadsiste em uma grande
série de processos que interagem entre si, commaegso de representar, visualizar,
generalizar, classificar, conjecturar, induzir, les@a e formalizar, tendo como processos
principais, a representacao e a abstracdo. Notenfaara ele, esses processos aparecem
também no Pensamento Matematico Elementar, pomsteexitdpicos de Matematica
elementar que podem ser tratados de forma avangs$sn como ha topicos de
Matematica avangada com tratamento elementar. ékatli€a esta na complexidade como
esses topicos sao abordados e conduzidos, com@afiproprio Dreyfus (1991):

Uma caracteristica distintiva entre o0 pensamentangado € 0
pensamento elementar € a complexidade e comotedtada. Conceitos
avancados, tais como anéis, é provavel que sejaito wanmplexos. A
distincdo esta na forma como essa complexidade réngada. Os
processos poderosos sdo aqueles que permitemisaperem especial
abstracao e representacéo. Por meio de abstragfmesentacdo, pode-se
passar de um nivel de detalhe para o outro e, aggemenciar a
complexidade (DREYFUS, 1991, p 26, traducéo nossa).

O processo de representacdo, segundo Dreyfus (198d¢ ser decomposto em
outros trés processos: representar; mudanca desegpacdo e traducdo entre elas; e

modelacao. Gereti (2013) descreve esses trés paxda seguinte forma:

z

O primeiro processo, representar, é constituido ¢ois tipos de
representacdes: as simbolicas e as mentais. Comepi@sentacdes sao
pessoais, cada individuo pode ter um tipo de reptagdo para um
mesmo conceito, ou possuir diversas representagiiesmaneira
complementar e integra-las quando possivel. OtesBuldisso, segundo
Dreyfus (1991), serd que o individuo tera varigsesentacdes ligadas,
permitindo utiliza-las simultaneamente o alterrsaadie forma eficiente.
Este processo se refere a mudanca de represena¢éaducdo entre
elas. Outro processo de representacdo € a modetpgié a formulacdo
de uma representacdo matematica para um objetamagnatico
(GERETI, 2013, p. 4).

O outro processo de destaque é o processo deciustyae, para Dreyfus (1991), é
0 mais importante no desenvolvimento das habilisl@te certos contelldos matematicos e,
sem duvidas, é o que caracteriza mais fortemerRensamento Matematico Avangado.
Para Dreyfus (1991):
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Se um aluno desenvolve a habilidade de conscienterfezer abstracdes
a partir de situacbes matematicas, ele alcancowivel avancado do
pensamento matematico. Atingir essa capacidaddsteas pode muito

bem ser o objetivo mais importante da educagcdomdédiea avancada
(DREYFUS, 1991, p. 34, traducdo nossa).

O processo de abstracao, por sua vez, esta assaciagrocessos de generalizacédo
e sintetizacdo. Para Dreyfus (1991), generalizar gizer derivar ou induzir a partir de
determinadas particularidades, identificando seamglas para expandir o dominio de
validade. Ja a sintetizacdo é o ato de combindegp&om o intuito de formar o todo.
Dreyfus (1991) afirma que:

Abstrair é primeiramente um processo construtiva €onstrucao de
estruturas mentais a partir de estruturas mateasatisto €, a partir de
propriedades e de relacbes entre objetos matematiste processo €
dependente do isolamento de propriedades e relapdesriadas. Requer
a habilidade de trocar atencdo dos objetos emraigastrutura de suas
propriedades e relagbes. Essa atividade constrotergtal por parte de
um aluno é fortemente dependente da atencédo do, alamendo enfocar
nas estruturas que formardo parte do conceito aabstdesviando-se
daqueles que sao irrelevantes no contexto pretesidal estrutura se
torna importante, enquanto detalhes irrelevanté@oesendo omitidos,
deste modo reduzindo a complexidade da situaca&{PRIS, 1991, p.
37, traducdo nossa).

Os dois principais processos de representacadagds se complementam e estao
envolvidos no Pensamento Matematico Avancado, pais conceito é abstraido de
diversas representacdes e, outras vezes, as mpiEsEs vém de um conceito mais
abstrato.

J& para Gray (1999), o Pensamento Matematico Adanesta relacionado com o
pensar e fazer de matematicos profissionais costiguando estes imaginam, conjecturam
e provam teoremas para estudantes que trabalham dedimcdes e teoremas para
construcdo de um conceito. Essas atividades poeéerdiferentes de um individuo para

outro, conforme destaca Costa (2002):

As atividades cognitivas envolvidas no pensamentatematico
avancado, diz Gray, podem diferir grandemente deindividuo para
outro, incluindo aqueles que constroem de imagengigdes a maneira
de um Poincaré e aqueles outros, tal como um Hermiiis logicamente
orientados para a deducdo simbdlica. Os conhedrmemiatematicos
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obtidos, para estes estilos diferentes de pensamemtematico
avancado, sdo muito diferentes e enfrentam seq@&mtiferentes de
reconstrucdo cognitiva, embora ambos acabem na jfoomal (COSTA,
2002, p. 258).

Para Gray (1999), o principal modo de entender as@wento Matematico
Avancado é que em Matematica Avancgada, as defmigde conceitos sdo formuladas e
0s conceitos formais sdo construidos por dedugésef@, sdo dadas propriedades como
definicbes axiomaticas e a natureza do proprio @tme construida estabelecendo as
propriedades por deducéo logica.

A transi¢cdo do Pensamento Matematico Elementar @&@nsamento Matematico
Avancado envolve uma inversdao na forma como a testrudo conhecimento foi
concebida, pois enquanto no pensamento elementarsérucdo do conhecimento se da do
objeto e suas propriedades para a definicdo, neapgnto avancado o caminho € inverso,
partindo de definicdes para a construgéo do oljeteducao de suas propriedades.

Destacaremos, a partir da agora, essas questdegnyoérem o Pensamento

Matematico Avancado na concepcao de David Talg pomo argumenta Almeida (2013):

Dentre os pesquisadores que se debrucam sobre oidermpas e
especificidades da Educagdo Matematica no Ensiperu, é destacado
o trabalho do pesquisador inglés David Tall. Desd#/0, esse
pesquisador € um dos principais articuladores €la de pesquisa que se
tornou conhecida como Pensamento Mateméatico Avan@eldVIEIDA,
2013, p. 4).

Tall (1992) destaca que o Pensamento Matemati@angado caracteriza-se por
duas componentedefinicbes matematicas precisageducédo l6gicale teoremas a partir
das mesmas. No entanto, as palavras em italicesepram apenas a “ponta do iceberg”.

Ja como destaca Costa (2002):

Tall (1995) expressa que o Pensamento MateméticGn¢gado, hoje,
envolve usar estruturas cognitivas produzidas porguande leque de
atividades matematicas para construir novas idgiss continuam a
construir e alargar um sistema sempre crescente ted@emas
demonstrados (COSTA, 2002, p. 258).

Para ele, o ponto principal da Educacdo Matematitaiveis superiores € o iniciar
do aluno no mundo do matemaético profissional, n@nas com relagdo ao rigor exigido,

mas também com relacdo as estruturas que fundamesgaconceitos. Caminhar em
33



direcdo a um pensamento mais avancado requer amsiciio dificil, partindo de uma
estrutura com conceitos basicamente intuitivos pan@a nova estrutura que parte de
definicbes formais para construcao de propriedattasés de deducdes logicas.

Com relacédo as questbes cognitivas, Tall (1991¥idera que existem diferentes
formas de se pensar matematicamente, com basealmahtv de Poincaré (1913), que
definiu em suas analises, dois tipos de mentesmdditeas: 0s que pensam analiticamente
e 0S que pensam geometricamente. Das diversasdalenae raciocinar em Matematica,

Tall (1991), de acordo com Amorim, destaca:

Para Tall (1991), ndo existem apenas dois tiposieltes matematicas,
mas muitas; e essas maneiras distintas de ver enldata levaram ao
desenvolvimento de varias e diferentes vertentddodafia matematica,
no inicio do século XX. [...] No entanto, ele dest@ue prevaleceu, no
final do século XX, uma mistura da visdo formalistdogica, com a
criacdo de um grande numero de sistemas formagatias em deducbes
l6gicas, formulados a partir de definicbes e ax®nfiarmais, que
prevalecem até os dias de hoje (AMORIM, 2011, p. 49

Pela dificuldade de entendimento e procurando stapopara oS problemas de
aprendizagem no Ensino Superior, o pesquisadorreec@s consideragcdes psicoldgicas
para o estudo do Pensamento Matematico Avancaeiogdesconsiderar as concepgdes dos
matematicos experientes. Assim, questdes cognigwiem em cena, na busca de um
melhor entendimento acerca do desenvolvimento dosgmento avancado, suas
similaridades com o pensamento elementar e suéisut@ndades. Para Amorim (2011),

h& que se considerar as seguintes diferencas aodémento de algumas teorias:

O psicologo procura estender as teorias psicolégiigadas aos
processos de pensamento, na tentativa de uma cemsgie de forma
mais complexa, acerca do dominio do conhecimentguanto o

matematico busca solugbes para o processo de pamsaoriativo, na

tentativa, talvez, de contribuir para um avancguaidade do ensino ou
da pesquisa (AMORIM, 2011, p 48).

Tall preferiu a Teoria Construtivista de Jean Riagg8ehaviorista pois, para ele,
essa segunda teoria tem aplicacdo limitada paratanvitica, por tratar de pensamentos
matematicos mecanizados. A Teoria Construtivistacule como as ideias s&o
desenvolvidas na mente da pessoa, pois Piagetoastudesenvolvimento cognitivo da

crianca até tornar-se adulta, destacando quatrpagtaa sensoOrio-motora, a pré-
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operacional, a das operagdes concretas e a dag;oesformais. Amorim (2011) descreve

que:

Conforme Tall (1991), a teoria dos estagios de JRaget foi estendida
para niveis mais elevados, para abranger o Pentangtematico
Avancado. No entanto, ha dificuldades para esteamdeoria para niveis
mais elevados de aprendizagem pois, muito provardgkna maioria dos
estudantes universitarios ndo é capaz de chegarivab abstrato das
operagdes formais. Tall salienta ainda que a tedwi@stagio pode ser
apenas uma viséo simplicista, linear, de um sisteoto mais complexo
de mudanca, quando se trata da transicdo do PamsamMatematico
Elementar para o Pensamento Matematico AvancadcORMI, 2011,
p. 50).

Mesmo admitindo problemas para utilizacdo da TeBragetiana, Tall destacou
aspectos positivos na teoria de estagios, espemitédmna transicdo mental entre os
estagios e os possiveis conflitos entre a expesaiéntterior e as novas teorias: “Essas
transicbes ocorrem frequentemente na Matematicangada quando o individuo se
esforgca com a estrutura do novo conhecimento. Tomlum fendmeno bem conhecido
para a mente matematica” (TALL, 1991, p. 9, tradugdssa).

Varios aspectos cognitivos e processos de apregaiizaalguns ja destacados por
outros autores, sdo também considerados por Taihocos processos de abstracdo e
generalizagdo que, para ele, sdo fatores que Itificua aprendizagem da Matematica
Avancada. Amorim (2011, p. 51) acrescenta que, path “a abstracdo é um objeto
mental muito distinto, que é definido por uma lideaxiomas. Enquanto a generalizacao
simplesmente envolve uma extensdo dos processteados, a abstracdo requer uma
reorganizagao mental volumosa”.

Outra questdo interessante se relaciona ao ciclatdealade no Pensamento

Matematica Avancado, assim observado por Cost&J200

Relativamente ao ciclo completo de atividade em s&mento
Matematico Avancado, Tall (1991) identifica-o desdato criativo de
considerar um contexto problema em pesquisa matangie conduz a
formulacdo criativa de conjecturas, até ao estfga de refinamento e
prova. Tall apela também para uma clara compreetissie ciclo onde
realca a necessidade para comecar com conjecturaebate, a
necessidade para construir significado, para nefibre definices
formais, construir objeto abstrato cujas propriedaddo aquelas e soO
aguelas que podem ser deduzidas da definicdo (COZIDR, p. 260).
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Diante dessa perspectiva, Tall considera duas @eesindamentais na abordagem
do Pensamento Matematico Avancado, que sdo as sxadeimagem conceitual e

definicdo conceitual, as quais daremos um tratammeais detalhado a seguir.

2.4.2. Imagem Conceitual e Definicdo Conceitual

O objeto central de nossa pesquisa € uma analiggrab@sso de formacédo de
imagens conceituais relacionadas as derivadasmeds da construcdo do grafico de
funcBes. Assim, dentre as teorias cognitivas aceli@ aprendizagem matemética no
Ensino Superior, utilizaremos os trabalhos de @alinner (1991) que tratam das nogdes
de imagem conceitual e definicdo conceitual.

Muitas discussdes e debates tém ocorrido a resgagdeorias da aprendizagem
em Matemética Superior e também sobre teorias dafecimento desenvolvido em
Matematica. De acordo com Hiebert (1986, p. 1),Matematica, com seu conteudo
amarradamente estruturado e claramente definidopterecido um campo de debate para
muita discussao sobre conhecimento procedimemiaheeitual”.

Em seu trabalho, Hiebert (1986) traca um paralelires as consideracdes desses
dois tipos de conhecimento matemético em duas épddstintas: as concepcgdes
psicolégicas desenvolvidas no século XX e tambédoasculo anterior.

Daremos atencdo especial as ideias de Hiebert 1&8&ca do conhecimento
conceitual por ter semelhancas e intersecdes cotmosaas cognitivas da aprendizagem
matematica de Tall e Vinner, jA mencionadas. Paebdit (1986), o conhecimento
conceitual se caracteriza pela riqueza de relagoesp uma rede de fatos e proposicoes

que se relacionam e interagem. Hiebert (1986) alledtaca:

O desenvolvimento de conhecimento conceitual é nedmo pela
construcdo de relacbes entre partes de informd€die processo de
ligacdo pode ocorrer entre dois pedacos de infdimgge ja tenham sido
guardados na memoria ou entre um pedacgo de inf@omacexistente e
outro recentemente aprendido. Considerar um déssémenos de cada
vez pode ajudar a entendé-los. A literatura deoji®ita e da educacéo &
cheia de relatos desights conseguidos quando itens néo relacionados
previamente s&o subitamente vistos como relacieanddoalgum modo.
Tais insights sdo base para a aprendizagem por descoberta éBrunn
1961). NOs caracterizamos isto como um acréscimaamhecimento
conceitual (HIEBERT, 1986, p. 5).
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Essas ideias sdo semelhantes as desenvolvidaslber inner sobre os conflitos
mentais na aquisicdo de definicbes que se sobrep@&mezes, contradizendo-se e em
outras vezes, complementando-se para formar ouficayda imagem conceitual de um
determinado objeto. A seguir, descreveremos mashd@lamente tais ideias.

O ensino de Matemética no nivel superior estanmate estruturado a partir do
estabelecimento de definicdes (axiomas) e de dedugicas de propriedades (teoremas),
a partir dessas definicbes. Essa estrutura formedtmamente complicada e rigorosa
para o aluno. As provas e demonstracdes de proplesd e teoremas, que séo
consequéncias das definigcbes formais, exigem daliis 16gicas.

As provas mateméaticas que validam determinadasopigfes tem também gerado
reflexbes por parte dos educadores, 0s quais téoactp grande énfase no papel que elas
desempenham na aquisicdo de novos conceitos eanmpartancia para a construcao do
conhecimento. Alguns educadores tém apresentadpogies de reformulacdo de
curriculos, apresentando alteracdes no tipo ddagio desses teoremas e proposi¢oes, por
meio de provas mais significativas que as provaidionalmente apresentadas aos alunos.
Com relacdo a essa questdo, Hanna (1989) apresemtseu marcante trabalho “Provas

gue provam e provas que explicam”, a seguinte aggtagao:

A tendéncia de afastar as provas formais dos clwggcresultando na
busca por modos alternativos de demonstrar a dida um resultado
matematico na sala de aula, tem motivado inUmestosies abordando o
problema de ensinar provas. Leron (1983), refletisnbre o faro de que
0 modo com que a maioria das provas formais esésaptada nos livros
textos & pobre em referéncia ao aspecto de commudaias matematicas,
sugere que tais apresentacfes matematicas serigmongreensiveis se
a prova fosse estruturada em uma sequéncia de mEquedodulos,
explorando as ideias que referenciam cada um @dieNINA, 1989, p.
1).

Para Hanna (1989, p. 2), sempre que possivel, ideves priorizar provas que
explicam em detrimento as provas que apenas pr@a@s) dessa forma, teriamos um
enorme ganho em relacdo a aceitacdo de uma vendaienatica, contribuindo para a
construcdo do conhecimento matematico. Em suasrpaldTanto as provas que provam
como as provas que explicam sdo provas legitimasimAdizendo, reafirmo que ambas

preenchem todas as exigéncias de uma prova matarhati
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Entretanto, em sua concepcdo a respeito dos gais tlie prova matemética, ela
argumenta que a prova que prova apenas mostramgueanema é verdade, enquanto a
outra prova, a que explica, mostra também porouezdade.

A aprendizagem matematica em nivel superior envadvias questées cognitivas,
além das peculiaridades préoprias desse nivel decers definicdo ocupa o ponto central
dentro da estrutura matematica superior. Para Yi(i@91, p. 1): “Definicdo cria um
problema sério na aprendizagem da Matematica. &paesenta talvez mais do que
qualquer coisa, o conflito entre a estrutura da elbdtica, como concebida pelo
matematico profissional, e 0s processos cognitieoaquisicdo de conceito”.

Com relacdo a real importancia que as definicdemdis desempenham na

construcdo dos conceitos por parte dos aprendim@ser (1991) conclui:

Em contextos técnicos, espera-se que as pessossltean definicbes
dos termos técnicos envolvidos. Por outro ladoheoando o enorme
impacto que a vida cotidiana tem em qualquer sitbiageria razoavel
predizer que as definicbes serdo ignoradas pelarimailas pessoas
também em contextos técnicos. Isso realmente amyrtemo nos vamos
mostrar a seguir. Entdo, o que é que as pessosdltzon quando lidando
com termos técnicos em situagdes técnicas? (VINNBR], p. 5).

A Matemética estd envolvida nesses contextos téenjantamente com suas
definicbes formais, propriedades, teoremas e detraq@des; enfim, as ideias apresentadas
por Vinner (1991) estdo diretamente relacionadestraitura matematica.

A resposta para a questdo lancada por Vinner (199t)destaque na citacao
acima, sao as nocOes de imagem conceitual e dairagnceitual, que sédo estruturas
mentais construidas a partir do estudo de definigdatematicas formais. Cabe ressaltar
que outros pesquisadores, tais como Giraldo (2@t®juzem os termasoncept image
concept definitiorcomo imagem de conceito e definicdo de conceit@inda conceito
imagem e conceito definicdo. Apoiados nessas cglesp faremos fazer a analise do
material produzido em nossa pesquisa de campo.

Assim, Cornu (1981) destaca:

Numa atividade matematica, nogbes matematicas a@aenas usadas
de acordo com suas definicdes formais, mas també&o @or meio de
representacdes mentais que podem divergir de ppasagessoa. Estes
modelos individuais s&o elaborados a partir de fedespontaneos
(modelos que existam antes da aprendizagem da diti&tame que se
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originam, por exemplo, na experiéncia cotidiana@ querferem com a
definicho matematica. N6s observamos que a nocdao lirdiee
frequentemente denota uma fronteira que vocé nde pwizar, que pode
ou ndo ser aproximada. Algumas vezes é vista coimgizel, em outras,
como nao atingivel (CORNU, 1981, apud TALL, 1992).

De acordo com Tall (1992), os termos imagem conakg definicdo conceitual
foram introduzidos em Vinner e Hershkowitz (1980inais tarde, definidos por Tall e
Vinner em 1981, segundo TALL (1992):

Nés usaremos o termo imagem conceitual para degceevestrutura
cognitiva total que esta associada com o0 concgile, inclui todas as
figuras mentais e propriedades e processos asssciad A medida que
a imagem conceitual se desenvolve, ela ndo preeisaoerente durante
todo o tempo. [...] NOs nos referimos a porcéongiagiem conceitual que
€ ativada num tempo particular como imagem conakeigvocada.

Somente quando aspectos conflituosos sdo evocadokameamente é
gue podera ocorrer um sentimento de conflito odfusdo. A definicdo

conceitual é a forma de palavras usadas para @spead conceito

(TALL e VINNER, 1981, apud. TALL, 1992, p. 3).

Posteriormente, Vinner (1991) nos apresenta umeici®d mais simples sobre
imagem conceitual, relacionada a representacaoindrég evocada pelo individuo apos

ver ou ouvir o nome do conceito. Ele afirma:

A imagem conceitual é algo n&o-verbal associadonessa mente ao
nome do conceito. Pode ser uma representacao dsuzinceito, caso o
conceito tenha representacdes visuais; pode séetamma colecdo de
impressdes ou experiéncias. As representacdes isyisaa figuras

mentais, as impressdes e as experiéncias assoaiadasne do conceito
podem ser traduzidas em formas verbais. Mas é tamterlembrar que
essas formas verbais ndo sdo a primeira coisa @woean nossa
memoria. Elas acontecem em estégio posterior. (ERNL991, p. 6).

A partir de agora, descreveremos detalhadamerttabalho de Vinner (1991)
acerca dos conceitos de imagem e definicdo comtgitmais precisamente, como essas
duas estruturas mentais se interagem, a importdeaada uma delas e como os alunos as
utilizam durante a resolucdo de atividades técni€esa Vinner (1991), essas duas
estruturas cognitivas sdo duas células, podenderhateracdo entre elas ou mesmo
acontecer delas serem formadas independentemeptsdDisador destaca que: “A célula
da imagem conceitual € considerada vazia se nesfgniiicado € associado ao nome do
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conceito. Isso pode acontecer em muitas situacéssqoais a definicdo conceitual é
memorizada de um modo néo significativo” (VINNER91, p. 8).

Em algumas situacdes, a imagem conceitual podateeada para incluir um novo
conceito ou até mesmo uma reconstrucdo do coreeata associado. Vinner (1991, p. 9)
afirma que, quando um conceito € introduzido peimgira vez por meio de uma
definicdo, a célula da imagem conceitual esta vazapds varios exemplos e explicagdes,
essa célula é preenchida, entretanto “ela nddeefiecessariamente, todos os aspectos da
definicdo conceitual”.

Outra questdo, além do processo de formacdo dceibonsdo os processos de
resolucdo de problemas. Quando uma situacéo pratdespresentada a um aluno, espera-
se que as ceélulas da imagem conceitual e da d&irignceitual sejam ativadas. Vinner
(1991, p. 10) destaca que: “Muitos professores ragpejue 0S processos intelectuais
envolvidos na performance de uma dada tarefa citeledeveriam ser esquematicamente

expressos por uma das trés figuras seguintes”.

Resposta
/
Definicido Imagem
Conceitual Conceitual
Informacao

Figura 1. IntercAmbio entre Definicdo e Imagem
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Resposta

/

Defini¢do Imagem
Conceitual Conceitual
Informacao

Figura 2. Deduc¢é&o puramente formal

Resposta
/
Definigao Imagem
Conceitual Conceitual
Informacao

Figura 3. Deduc¢do seguindo pensamento intuitivo

Esses trés esquemas apresentam uma caractergsticgencque é o fato de que, nas
situacbes em que um problema € proposto em umxtortécnico, a imagem conceitual

sempre sera consultada. Para Vinner (1991):

Isso €, naturalmente, o processo desejavel. Infelite, a préatica é
diferente. E duro treinar um sistema cognitivo aeloque ele aja contra
sua natureza e forca-lo a consultar definicbes duaonstituindo uma
imagem conceitual ou quando trabalhando em umadatie cognitiva

(VINNER, 1991, p. 11).
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Entdo, concordamos com o pesquisador que o modeis adequado para

expressar, de forma geral, 0 que realmente acoéteceguinte:

Resposta
P
Definicdo Imagem
Conceitual Conceitual
Informacao

Figura 4. Resposta intuitiva

Nesse esquema, a definicdo conceitual ndo foi @tadsupara a resolugédo do
problema; isso ndo quer dizer que o problema né&d resolvido, mas de acordo com
Vinner (1991), isso significa que os habitos catidis de pensamento ndo levam o
estudante a consultar a definicdo conceitual. Sterem situacbes nao rotineiras, em que
as imagens conceituais forem incompletas ou irffiaiitas, as pessoas serdo encorajadas a
recorrerem as definicdes. Assim, Vinner (1991,3).completa: “Em nossa discussao, nos
nao avaliamos o sistema cognitivo de alguém. Nasahse se relaciona apenas a parte do
sistema cognitivo que foi ativada quando trabalbasmd uma dada tarefa cognitiva”.

Entdo, para o pesquisador, o estudante ndo reesrmefinicbes para resolver
problemas técnicos; ele continua utilizando ostbébiotidianos de pensamento, ou seja,
buscando em suas imagens conceituais subsidiosp#gaenvolvimento e resolucéo de
tarefas propostas. Logo, a resolucdo de problerad®mna mais adequada para investigar
e verificar quais imagens conceituais uma pessasupcacerca de um determinado

conceito. Nas palavras de Vinner (1991):

Um método natural de aprender sobre a definicdoettural de alguém é
guestionando diretamente (O que é funcdo? O gumaétangente? etc)
Isso é porque definicbes sdo verbais e explicRas.outro lado, para
aprender sobre a imagem conceitual de alguém, fhoente, questdes
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indiretas devem ser colocadas, uma vez que a imageceitual é ndo
verbal e implicita. Entdo, a tarefa principal dequésador é a de inventar
guestbes que tém o potencial de expor a imagemeitoat do
respondente (VINNER, 1991, p. 13).

Dessa forma, a resolucdo de atividades e/ou s#gagidblemas que envolvem o
conceito de derivada é o melhor caminho para avariguais imagens conceituais 0s
alunos constroem em suas mentes. Portanto, paso ricabalho, elaboraremos uma
sequéncia de atividades, abordando diretamentaceito de derivada como inclinacao da
reta tangente a uma curva e como taxa de variab@m de questdes de aplicacdes da
derivada. J& para verificar a definicdo conceituilizaremos instrumentos metodoldgicos

descritos no proximo capitulo.

2.5. Tecnologias da Informacdo e Comunicagdo na Edacdo Matemética — TICEM

Estamos vivendo na era digital. Cada vez mais,tgegesmportantes sao resolvidas
em um clique; comunicacao, informacéo e servicose$ftuados através de novas midias.
Na Educacao e, particularmente, na Educacdo Matamatio poderia ser diferente. As
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo na Educktg@tematica — TICEM fazem
parte das investigacdes ha pelo menos duas décadassil e, ha mais tempo, em outros

centros mundo a fora. Para Marin (2011):

A tecnologia de informag&o e comunicacao (TIC) ipocada as praticas
sociais, transforma a forma de viver do ser hunpamque oferece outras
maneiras de comunicacdo, producdo e comercializatfiobens e

mercadorias, divertimento e educacédo. [...] A calsale técnica das
maquinas possibilita planejar atividades de enaimies impensaveis com
0 uso de lousa e giz. Para o ensino de Matematicaaxemplo, ha varios
softwares que permitem explorar os conceitos deeMatica de uma
forma mais dindmica e detalhada (MARIN, 2011, ()52

Questdes importantes envolvendo o uso dessas temaslogias estdo presentes
nas novas propostas educacionais e nas pesquisasvdlidas na area da Educacao
Matematica. Algumas questdes importantes sdo ladast Como o computador e outras
midias eletrbnicas podem contribuir positivamentes nprocessos de ensino e
aprendizagem da Matematica? A sua utilizacdo pode megativa quanto ao
desenvolvimento de habilidades mateméaticas? Enmmpmento e como aproveitar essas
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ferramentas para promover uma aprendizagem sigtvMa? De acordo com Borba,
(2007):

Talvez ainda seja possivel lembrar dos discursbseso perigo que a
utilizacdo da informatica poderia trazer para a&agizagem dos alunos.
Um deles era o de que o aluno iria sO apertar deelaobedecer a
orientacdo dada pela maquina. Isso contribuiridaaimais para torna-lo
um mero repetidor de tarefas. Na verdade, ainda é&ga preocupacao
sempre surge nos diversos cursos, palestras equddemos ministrado.
Tal argumento esta presente quando consideramdacagio de modo
geral, mas é ainda mais poderoso dentro de parteot@nidade de
educacdo matematica. Em especial para aqueles goeebem a
matematica como a matriz do pensamento logico. eNeestido, se o
raciocinio matematico passa a ser realizado pelpuotador, o aluno ndo
precisara raciocinar mais e deixara de desenvalyarinteligéncia. Por
outro lado, tem havido, mais recentemente, argurseqie apontam “o
computador” como a solugéo para os problemas eniunzas (BORBA,
2007, p. 11).

Portanto, cabe a comunidade escolar repensar stagap pedagogicas,
incorporando esses novos instrumentos, e o praféspeca fundamental na mudanca de
atitude para que as TICEM fagam, de fato, parteptlosessos de ensino e aprendizagem
de Matematica. Penteado (1997, p. 23) afirma: “Baphorar o potencial educacional das
Tecnologias Informaticas (TI), € preciso haver nmgda na organizacdo da escola e,
particularmente, no trabalho do professor”.

A escola precisa investir em mudancas no currieutambém em infraestrutura.
Quanto ao professor, além de investimento em fdimagua acdo pedagodgica deve ser
repensada, abandonando praticas tradicionaisiealz@das e adotando uma nova postura
de mediador e coordenador das atividades na cgéstdo conhecimento.

Tecnologias da Informacdo e Comunicagéo fazem part®undo atual e também
ja fazem parte do dia a dia escolar. Além disssae$erramentas tecnolégicas estdo em
um processo acelerado de evolucdo e modernizagdendo com que educadores e
pesquisadores da area educacional busquem formasasoe eficazes do seu uso, como
destaca Zuchi (2009):

A evolucdo dos instrumentos tecnolégicos, cadamais sofisticados,
tem estimulado um ndmero consideravel de pesquisas, nivel
internacional, sobre a interacdo desses instrummento contexto de
ensino de matematica. Entretanto, a questdo dgrag@o das TICE's
(Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo aplicad&lucacao) no
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ambiente escolar ndo é uma tarefa facil. Variagjypeas mostram a
complexidade dessa integracdo (ZUCHI, 2009, p..239)

Uma das dificuldades que surgem com a sofisticalg@onovas tecnologias € a
organizacdo de uma sequéncia didatica, capaz dkaaux professor em suas aulas. O
computador, em particular, deve ser utilizado camua ferramenta na constru¢cao do
conhecimento matematico, um facilitador no enteeditm e construcdo de conceitos.
Entdo, cabe ao professor, a sua propria formac@oe@ae, certamente, o desenvolvimento
de novas habilidades, além do conhecimentosafévaresque possibilitem uma boa
utilizacdo das TICEM. Segundo Villarreal (1999):

z

Se seu uso ndo é adequado, o computador pode udirerldades
adicionais tanto no ensino quanto na aprendizageatematica. A
pergunta €: o que significa “uso adequado”? Sesoftware calcula
derivadas e integrais de funcdes, ensinar técnimsderivacdo e
integracdo, tal como é feito em um ambiente sempaotedor, perde
sentido. Mas, por outro lado, hd sempre quem afanmecessidade de
conhecer as técnicas, ja que nem sempre se tesoaaescomputador
para fazer calculos. Inversamente, se as atividadiesejadas para
realizar em um ambiente computacional podem readigza sem
dificuldades com lapis e papel, o uso do computpdole atrapalhar a
tarefa porque ndo € decisivo ou indispensavel panmgalizacdo da
mesma, e a demanda de tempo no aprendizado dosnadosnaéo
justifica seu emprego. A obsolescéncia de algunsteddos e a
necessidade de novas atividades surgem como dsdliaintroducéo do
computador no ambito educativo. [...] A presencaanputador oferece
a possibilidade de observar processos de constrdgdoonhecimento
matematico que ndo apareceriam em outros ambiergas vao além do
simples uso do computador para resolver um detaduirproblema
matematico (VILLARREAL, 1999, p. 27).

Em particular, o ensino de Calculo com TICEM temreeclado um promissor
campo de pesquisa, pelos varios motivos ja citadteambém pelo especial fato dessa
disciplina apresentar em sua problematica fundamherd estudo de funcdes e,
consequentemente, a exploracdo de suas represgigdicas que, em diversos casos,
apresentam um elevado grau de complexidade. Nessielas 0 computador € 0S novos
softwaresde geometria dinamica podem contribuir de formeepgional na construcao e

interpretacdo de graficos, auxiliando na resoluwgproblemas.

45



2.5.1. As TICEM e o Ensino de Céalculo

Como ja exposto neste trabalho, o ensino de Cabifrencial e Integral tem
provocado um movimento dentro da Educacdo Mateen&tiperior, promovendo pesquisa
e incentivando a formagdo de grupos de pesquisacigpglmente na busca e
desenvolvimento de propostas para a melhoria noedgssa disciplina. E dessa forma,
elaborar novas propostas que visam a melhoria sio@e aprendizagem do Calculo. As
TICEM, em particular, as calculadoras graficas eomputador, tém proporcionado
pesquisas e boas propostas como solucdo parsobdéma. Com relagdo a essas midias,
Villarreal (1999), destaca quatro aspectos relados ao uso do computador:

1) ilustra e reforca conceitos basicos; 2) redymreocupacdo com as
técnicas de calculo e permite concentrar-se nésidentrais do Célculo,
abordando aplicacdes mais realistas; 3) comunivasnmeias visual e
experimentalmente antes de passar a uma explieaighe@s de palavras;
4) oferece imagens que, de outra forma, seriamegsieeis para 0s
estudantes (VILLARREAL, 1999, p. 30).

De acordo com Marin (2011), o uso de TICEM tem sidoomendado pelos
especialistas pelo fato delas favorecerem o trabedim “diferentes representacdes, tais
como uma tabela, graficos e expressdes algébriedsrtha rapida e articulada. Isso é
especialmente recomendado para a disciplina douldalcSobre as implicagcbes do uso

dessas tecnologias no trabalho docente, ele argamen

A literatura aponta que com a presenca da TIC nariaeeducacional o
professor € desafiado a rever e ampliar seus condetos para enfrentar
novas situacdes. A insercao deste tipo de tecralogipratica docente
provoca demandas que vao além da organizacao etida de sala de
aula. [...] algumas delas: mudanc¢as na organizdQaespaco fisico, na
carga de trabalho, nas relactes entre professabkmes, nas emocoes,
no papel do professor, na organizacao do curriemive outras (MARIN,
2011, p. 533).

Em seu trabalho, Marin (2011) apresenta um levaeiéonde como professores do
Ensino Superior tém utilizado TICEM em suas aulasGaélculo. Com base em dados
obtidos em entrevistas com professores, ele abmyde o trabalho com tecnologias é
considerado, na avaliagdo da aprendizagem, comodas)guestdes abordadas. Em suas

considerac0es finais, o pesquisador destaca:
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Percebe-se que ndo ha uma maneira Unica de sevolesera aula com a
estrutura oferecida pelas Universidades, sendacade professor tem a
sua forma de trabalhar. Mas sdo unanimes ao rectan@nimportancia
de se estabelecerem liga¢des entre o que esté deselovolvido com o
uso de TIC e o que esta sendo estudado com o usotidetecnologia,
por exemplo, nas aulas em que o professor esceel@usa. No que diz
respeito ao desenvolvimento das aulas, identiicgtee a TIC permite
realizar atividades que seriam impossiveis de sé#as somente com 0
uso de lapis e papel, proporcionando a organizagéosituacdes
pedagogicas com maior potencial para aprendizadpiiR(N, 2011, p.
542).

Com relagdo a quais conteudos as TICEM foram atlhs ndo ha uma

uniformidade, Marin (2011) relata:

A maneira de explorar esses conteddos varia e restto ligada a

experiéncia de vida de cada um, da relacdo quenseam a disciplina
para perceber em qual topico pode-se lucrar cosoala computador, e
qual aguele que néo se deve fazer o uso. Os dazkisam, também, que
os professores usam a TIC no estudo de conteldessetiam de

abordagem quase impossivel sem ela (MARIN, 20134 3).

Estudos recentes evidenciam que o uso das TICENilwoeinde forma significativa
nos processos de ensino e aprendizagem de Cafemtarecendo a compreensao dos
conceitos em detrimento das habilidades algoritsniEssas evidéncias sao descritas em
Villarreal (1999), em uma rica reviséo de literatuincluindo autores de outros paises que

realizaram pesquisas em ensino de Calculo comaiSeGEM. Ela ainda resume:

Uma das vantagens assinaladas por varios autooe®€(¥eld, 1995;
Heid & Baylor, 1993; Hillel et al., 1992; Heid, 188¢ a possibilidade de
atingir uma maior compreensdo conceitual, ja quecomputador
dispensaria ou diminuiria o tempo dedicado a apzagdm de técnicas e
algoritmos. Outros autores (Borba, 1995c; Capuzaicddta et al., 1988)
enfatizam que os ambientes computacionais favoreabordagens
matematicas mais experimentais, caracterizadas etenulacio
rejeicao/verificacdo e reformulacdo de hipétesesagfio de padrbes e
antecipacdo de resultados. Varios autores (BorB85cl Schoenfeld,
1995; Smith, 1995; Capuzzo Dolcetta et al., 1988rem-se a
visualizacdo como um aspecto favorecido pelo coagmurf seja pela
possibilidade de gerar representacdes graficasfaoitdade seja pelo
tipo de abordagem matematica, mais visual, que bemite
(VILLARREAL, 1999, p. 35).
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Das vantagens da utilizacdo das TICEM no ensin@deulo apresentadas pelos
diversos textos que tratam o assunto, a visualizacim dos aspectos favorecidos pela
utilizacdo de TICEM nos processos de ensino e dagem de Calculo, como argumenta
Frota (2013): “A importancia dos processos de Vizagdo e de comunicacao de ideias
matematicas tem sido destaque na pesquisa em é@dutagematica” (p. 61).

Villarreal ainda destaca Borba (1993, p. 42), aguamentar que “a midia
tradicional no ambito matematico, o lapis e o pafslorece a abordagem algébrica de
guestbes matematicas. Ja a midia computaciondkegravabordagens onde a visualizacéo
tem papel fundamental”.

Dedicaremos o préximo topico a revisdo de trabathees tratam da visualizagéo,
abordando sua origem dentro da Educacao Matengsoa importancia para o ensino de

Célculo, que sera fundamental para a analise cssoealados coletados.

2.5.2. A Visualizagéo e o Ensino de Calculo

As nossas leituras dos referenciais teoricos enme@mke Calculo nos conduziram
ao conceito de visualizac&o e, consequentemeptsauisar novos trabalhos que abordam
esse assunto.

Inicialmente, destacamos do dicionario Michaeliseguinte definicdo do termo
visualizacdo que é pertinente aos nossos estutdicansformacédo de conceitos abstratos
em imagens reais ou mentalmente visiveis.” Quedigadas a visdo de imagens para
construcdo e apreensdo de conhecimento estdontimiarelacionadas a nossa pesquisa e
casam perfeitamente com as ideias ja descritabr@dagens Conceituais.

Segundo Flores (2012, p. 32), “o termo visualizapdovém da psicologia e,
inicialmente, era associado as habilidades visgaes os individuos tinham e podiam
desenvolver para interpretar imagens”. Na décadd9®®, as pesquisas em Educacéo
Matematica comecaram a se apropriar do termo, @@®iem uma perspectiva cognitivista,

como a autora nos relata:

Segundo Presmeg (2006), somente nos anos 1980acsnensao do
construtivismo e a énfase no meio social e cultbaaéducacéo, é que a
importancia do visual e suas manifestacdes nassftranacdes dos
conhecimentos mateméaticos passa a ser cada vez rew@Bshecida.
Contudo, somente nos anos 1990, com o reconhecirdantisualizac&o
na educacdo matematica, as pesquisas passam anpaibbar aspectos
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antes ndo considerados, tais como, o desenvolhimeutricular; a
eficacia da visualizacdo para a aprendizagem métana imagem e a
representacao (FLORES, 2012, p. 36).

Estes fatos sdo também apresentados por Villait88P), quando ela argumenta

sobre qual statusda visualizacdo na Educacdo Matematica:

No ano de 1989, a reviskcus on Learning Problems in Mathematics
publica os nimeros 1 e 2 do volume 11 sob o tidwalization and
Mathematics EducatiorO objetivo do volume é enfatizar alguns efeitos
positivos da visualizacdo na formacdo de conceitzgdematicos e
mostrar como a visualizagdo pode ser usada como paga atingir a
compreensdo matematica. [...] Em 1991Cammittee on Computers in
Mathematics Educacion da Mathematical AssociatibAraericapublica
um volume intitulado Visualization on Teaching and Learning
Mathematics Neste volume sugere-se a renascenca do interesse
visualizacao devido, principalmente, ao desenvavito tecnolégico e as
possibilidades que ela oferece em diferentes cangma#ificos. A
visualizacdo é considerada como uma ferramenta garampreensao
matematica (VILLARREAL, 1999, p. 40).

Muitas pesquisas em Educacdo Matematica enfatizammportancia da
visualizagdo para o ensino e a aprendizagem matam&bortanto, inameros trabalhos e
linhas de pesquisa abordam e conceituam o ternllarréal (1999) detalha algumas das

principais definicdes associadas a visualiza¢ao:

A pesquisa sobre visualizacdo em Educacdo Mateandtextensa e tem
sido associada a habilidade espacial, ao conceitmabery(refere-se a
imagens mentais), as representacdes gréficas étadlintuicéo. [...] Se
analisadas e comparadas as diferentes definic@ee-q® salientar a
existéncia de algumas semelhancas. Parece clasocalacacdes de
Gutiérrez (1996), Zazkis, Dubinsky & Dautermann9@p Zimmermann
& Cunningham (1991), Bem-Chaim, Lappan & Houang8@)% Bishop
(1989) que a visualizacdo na Educacdo Matematansiderada como
um processo que percorre caminhos de mao duplarefaeionam a
compreensdo do estudante e a midia externa. Poo dado, as
afirmacfes de Presmeg (1986a, 1986b) e EisenbebBye§fus (1989)
enfatizam s6 uma das dire¢cdes destes caminhosadtode Presmeg, o
processo de formar imagens tem seu ponto de pantidambiente
externo, enquanto que para Eisenberg & Dreyfus, astirpdas
compreensfes matematicas, geram-se representacéasrnag
(VILLARREAL, 1999, p. 35 e 39).

Das definicoes do termo visualizacdo destacada¥iflarreal (1999), destacamos

as mais relevantes para o desenvolvimento de nass@mades:
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Gutiérrez (1996): segundo este autor, a visualzasda integrada por
guatro elementos principais:

1. Imagens mentais: “qualquer tipo de representac@mitiva de um
conceito ou propriedade matematica por meio de exlers visuais ou
espaciais.”

2. Representacfes externas: “qualquer tipo de geptacdo verbal ou
gréfica de conceitos ou propriedades incluindo tsddesenhos,
diagramas, etc., que ajuda a criar ou transformagens mentais e fazer
raciocinio visual.”

3. Processos de visualizacdo: “acdo mental ouafisiede imagens
mentais estdo envolvidas.” Existem dois tipos decgssos de
visualizagdo: interpretacéo visual de informacdarapformar imagens
mentais e interpretacdo de imagens mentais, paaa igformacao. Estes
processos também sdo mencionados por Bishop (198®) a
denominacao de habilidade para o processamental @dabilidade para
interpretar informacao figural.

4. Habilidades de visualizacdo: podem-se menci@enaeconhecer as
propriedades de um objeto (real ou conformando umzgem visual)
independente de tamanho, cor, posi¢cdo; produzirgemm mentais
dindmicas e visualizar uma configuracdo em movioemelacionar
objetos, desenhos ou imagens mentais, entre atioahr varios objetos,
desenhos e/ou imagens mentais; comparar variotospbgesenhos e/ou
imagens mentais identificando  semelhancas e  difasen
(VILLARREAL, 1999, p. 38).

Também nesse trabalho, apoiaremo-nos no entendintentermo visualizacao
explicitado por Frota (2013):

A visualizacdo é aqui entendida como um process® apnsiste em
interpretar e/ou criar imagens para comunicar gjdencando mao de
diferentes formas para expressar essas ideiasa(leraCoury 2009).
Visualizar é interpretar informacdes, construindpresentacdes visuais
para situacdes ainda nédo visuais (Dreyfus 1991ue demanda, por
vezes, traduzir uma informacdo apresentada apeedmlmente em
informacdo visual, utilizando desenhos, tabelasr&iops (FROTA,
2013, p. 64).

Flores (2012) fez um interessante levantamento ptaxipais definicbes do
conceito de visualizag&o, presentes nos trabajmesentados nos Encontros Nacionais de
Educacdo Matematica — ENEM'’s, realizados de 19&DX0, e os classificou em sete

tipos. Assim, ela concluiu:

As definicbes que aparecem com maior énfase ndmlii@s tratam
visualizagdo como: processo de construcéo e tnanaf@o de imagens
visuais mentais; uma atividade cognitiva que énisicamente semiotica;
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processo de formacdo de imagens (mentais, ou qgoadgapel, ou com
0 auxilio de tecnologias) e utilizacdo dessas imageara descobrir e
compreender matematica; forma de pensamento qoe Wisivel aquilo
que se V&, extraindo padrfes das representac@RES, 2012, p. 40).

A autora ainda observa que essas definicbes emengrializagdo como “um
raciocinio baseado no uso de imagens mentais” e thmwmalmente, as etapas
metodoldgicas sdo: construcdo da imagem mentalegeptacdo externa e, por fim, o
processamento propriamente dito da visualizacao”.

A expansdo das pesquisas em visualizacdo na Educhgtemética, e
principalmente as discussbes dos conceitos dess®,téavoreceram e ampliaram as
pesquisas em Ensino de Calculo; e ainda sdo mies fe evidentes quando se trata de
Ensino de Calculo com o auxilio das TICEM. A viszetao tem uma grande importancia

para o Célculo, como ja argumentava Tall (1991):

Negar a visualizacdo € negar as raizes de muitamodsas mais
profundas ideias matematicas. Em estagios inidaislesenvolvimento
da teoria de fun¢des, limites, continuidade e soisatipo, a visualizacdo
foi uma fonte fundamental de ideias. Negar esteim$daos estudantes é
cortd-las das raizes historicas da disciplina. ([, A1991, p. 105).

Outra faceta da relacdo entre computadores e v@agab nos é oferecida por

Villarreal (1999) ao destacar que:

Dentre as multiplas potencialidades que o computaflerece para a
Educacdo Matematica, poder-se-ia dizer que o moces visualizacdo
por ela favorecido ocupa um lugar privilegiado. A@smo tempo, a
importancia da visualizagdo no ensino, aprendizagertonstrucao dos
conceitos de Célculo é indicada como fundamentalnpgitos autores.
Assim, a visualizacdo se transforma em um denomimadmum nas
pesquisas que relacionam Calculo e computadoreELARREAL,
1999, p. 43).

As definicdes de visualizacdo aqui abordadas, juetée com a teoria de Tall e
Dreyfus sobre definicdo conceitual e imagem couoakifa mencionadas nesse texto, serao
0S principais aportes teodricos para a analise erprdtacdo do material elaborado e
desenvolvido em nossa pesquisa de campo.

Acreditamos que o panorama exposto sobre o Caitdoencial e Integral, desde

seus primérdios, acompanhado da evolucdo da Eduddgéematica, o desenvolvimento
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de teorias e pesquisas na area da Educacao MatemaétEnsino Superior, aqui analisadas
e discutidas, formam a base teodrica para poderapartir dai, elaborar e desenvolver as
nossas atividades. Esperamos que com esse mgbesabhmos alcancar, de forma
consistente, os objetivos de nossa dissertacapondsndo, a luz das teorias aqui

estudadas, a questao central desse estudo, goearetoos a seguir.
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Capitulo 3

REFERENCIANDO METODOLOGICAMENTE NOSSA PESQUISA

Os grandes educadores atraem nao so pelas suas ioas pelo
contato pessoal. Dentro ou fora da aula chamanerc@d. Ha
sempre algo surpreendente, diferente no que dines relagbes
gue estabelecem, na sua forma de olhar, na forrsardenicar-se,
de agir. S4o um poco inesgotavel de descobertas.

J. M. Moran

Neste capitulo, descrevemos os procedimentos dasa&lns em nossa pesquisa
que foram realizados em uma turma da disciplina MZM — Calculo Diferencial e
Integral I, do curso de Matematica da Universidadderal de Ouro Preto, no 2° semestre
letivo de 2012. Inicialmente, retomaremos algunst@® essenciais de nossa pesquisa, tais
como: questao de investigacdo, objetivos e metgaolte pesquisa.

Apresentaremos também, ao longo do capitulo, aéésegude atividades propostas
e trabalhadas, detalhando os ambientes e momentgee cada uma dessas atividades foi

aplicada, justificando cada atividade como instmtmenetodoldgico.

3.1. Retomando a Questao de Investigacéo

No capitulo anterior, apresentamos os referentgarscos que nos deram o suporte
necessario para que pudéssemos pensar e elabdeauge das atividades que serédo
apresentadas nesse capitulo. Também com base regss#ss teodricos, no préximo
capitulo, procederemos a descricdo e analise desgasmentos, que foram pensados e

aplicados na tentativa de responder a seguinté¢dqugsestigacao:

Quais séo as possiveis contribui¢cdes da utilizacéo softwareGeoGebra
para a formacao de imagens conceituais relacionadas conceito de Derivadas
nos processos de ensino e aprendizagem de Calcylo |

a partir da realizacao de atividades de construgcade graficos?

53



A partir da elaboracdo dessa questdo de investiggidpossivel elaborar alguns

objetivos para nossa pesquisa, que serao relensasskguir.

3.2. Retomando os Objetivos

O objetivo principal de nossa pesquisa esta diretdéenligado a questdo de
investigacao; assim, possiveis respostas a nodagagao € nosso objetivo maior, ou seja,
com nossa pesquisa pretendemos identificar e analis possiveis contribuicdes da
utilizacdo dosoftwareGeoGebra aos processos de ensino e aprendizag@alaldo |, a
partir da realizacdo de atividades de construgétegpretacdo de graficos.

Subjacentes a esse objetivo central, apresentamngsoobjetivos especificos,
também importantes para a nossa pesquisa e mlgt@mnées as nossas praticas docentes.
Resgataremos alguns desses objetivos, ja apressemadCapitulo |, que sdo necessarios
ao desenvolvimento do presente capitulo, tais coefmborar, implementar e avaliar
atividades exploratorias utilizando TICEM relacidaa a diversos conteudos de derivadas
trabalhados em Calculo [; identificar as contribeis dessas atividades para a formacao de
Imagens conceituais relacionadas ao conceito devddks nos processos de ensino e
aprendizagem de Célculo I; apresentar uma propestnsino de “Derivadas de Funcgdes
Reais” com atividades exploratérias utilizando TMGEpara disciplinas de Calculo | em
cursos de Licenciatura em Matematica.

Retomaremos, ainda, tais objetivos em nossas Goasides Finais.

3.3. Detalhando a Metodologia de Pesquisa

Nossa pesquisa se enquadra no modelo de investigagditativa, pela forma
como ela foi pensada, pela metodologia utilizadpriecipalmente, por sua conducao e
pela maneira como os dados coletados seréao aradisad

Alguns aspectos de nossa pesquisa nos permitesifickk$a como qualitativa.
Bogdan e Biklen (1994) enumeram cinco caractesistifundamentais das pesquisas
qualitativas e, segundo o0s autores, ndo é neceS3ae a pesquisa atenda a todas as
caracteristicas, ou mesmo, a maioria delas. Segwsd@utores, tais caracteristicas

fundamentais sao:
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1. Na investigacdo qualitativa, a fonte direta @&l é o ambiente
natural, constituindo o investigador o instrumeriacipal;

2. A investigacdo qualitativa é descritiva;

3. Os investigadores qualitativos interessam-se peld processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos;

4. Os investigadores qualitativos tendem a analisaseus dados de
forma indutiva;

5. O significado € de importancia vital na abordaggialitativa.
(BOGDAN e BIKLEN, 1994, p. 47).

Como ja relatado, nossa pesquisa foi realizadajram turma da disciplina MTM
212 — Célculo Diferencial e Integral |, do cursoMatematica da Universidade Federal de
Ouro Preto, no 2° semestre letivo de 2012, forntedécamente por alunos do 2° periodo
do curso. Portanto, como o0 pesquisador particimalgumas aulas da turma, aplicando
atividades e interagindo com os participantes dequisea, o pesquisador ndo foi um
elemento neutro no processo de pesquisa, jusiiftcardesta forma, a primeira

caracteristica enumerada pelos autores, para quem:

Os investigadores qualitativos frequentam os lodaigstudo porque se
preocupam com o contexto. Entendem que as acdesnpser melhor
compreendidas quando sdo observadas no seu amihiabiteial de
ocorréncia. Os locais tém de ser entendidos ncextinda histéria das
instituicdes a que pertencem (BOGDAN e BIKLEN, 199448).

Podemos também destacar outras caracteristicaseftprgam a classificacdo de
nossa pesquisa como qualitativa. O nosso prin@pgdtivo foi investigar as possiveis
contribuicOes da utilizacdo dmftwareGeoGebra aos processos de ensino e aprendizagem
de Calculo I, e, em particular, no processo de &gdo de imagens conceituais
relacionadas as derivadas, adquiridas pelo alumdamo, podemos dizer que estivemos
todo o tempo, muito interessados no processo queluzal a alguns resultados
interessantes.

Também ao aplicarmos as atividades, estivemoses#ados em analisar e
descrever as interpretacbes dos alunos acerca deoneceito e de que forma o uso da
tecnologia influenciou o processo de construcaoidagens conceituais. Assim, também
de acordo com Bogdan e Biklen (1994, p. 49), “eestigadores qualitativos ndao reduzem

as muitas paginas contendo narrativas e outrossdadsimbolos numéricos. Tentam
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analisar os dados em toda a sua riqueza, respejtemdo quanto o possivel, a forma em
gue estes foram registrados ou transcritos”.

A questdo que queremos responder juntamente coaofbjelvos que almejamos
alcancar, a metodologia escolhida, a forma comadoduzida a aplicacdo das atividades
na pesquisa de campo e a maneira como essas @dividatambém o questionario serdo
analisados, déao-nos respaldo e, de certa formifjgasy a classificacdo da pesquisa de
qualitativa. Nas palavras de Bogdan e Biklen (1994)

Os investigadores qualitativos em educacgdo estadincamente a
guestionar os sujeitos de investigacdo, com oigbjde perceber “aquilo
gue eles experimentam, o modo como eles interpres@msuas
experiéncias e o0 modo como eles préprios estrutoramndo social em
gue vivem” (Psathas, 1973). Os investigadores ttialis estabelecem
estratégias e procedimentos que lhes permitam temaronsideracao as
experiéncias do ponto de vista do informador. @gsso de condugéo de
investigacdo qualitativa reflete uma espécie delogia entre o0s
investigadores e os respectivos sujeitos, dads esie serem abordados
por aqueles de uma forma neutra (BOGDAN e BIKLESH4, p. 51).

Apresentaremos, no proximo topico, as cinco atdédae o questionario de nossa
pesquisa, relatando suas aplicagbes na turma a&kroth destacando alguns pontos

relevantes dessas aplicacfes, que foram apontadonesso diario de campo.

3.4. Apresentando o Contexto da Pesquisa

A pesquisa de campo foi realizada no 2° semedive lide 2012, em uma turma de
MTM 212 — Céalculo Diferencial e Integral |, que agta a estrutura curricular do 2°
periodo do curso de Matematica da Universidadergede Ouro Preto. Esta disciplina é
obrigatéria e foi ministrada pelo Prof. Dr. Frederida Silva Reis, orientador de nossa
pesquisa. Como a instituicdo estava em periode@oado calendario, por conta da greve
dos docentes que ocorreu em 2012, as atividadas faplicadas em janeiro e fevereiro de
2013 e foram pontuadas com um valor total corredpate a 20% da nota final da
disciplina.

Cabe ressaltar que, na estrutura curricular dooalesMatematica da UFOP, no 1°
periodo os alunos devem cursar a disciplina Ingadwao Calculo, com carga horaria de

60 horas/aula, cuja ementa contempla o estudo debEs, Limites e Continuidade.
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Assim, a ementa da disciplina Célculo | contemplarivada; Aplicagdes das Derivadas;
Integrais; Técnicas de Integracdo; Areas.

Essa ementa foi desenvolvida de acordo com o segeontetdo programatico:

1. Derivada: tangentes, velocidades e outras @deaariacao;

2. Funcdes Derivaveis: derivagdo implicita, taxakaionadas e derivada da fungéo
inversa,;

3. Aplicacdes da Derivada: maximos e minimos dedes, Teorema do Valor Médio,
Regras de L’Hospital, crescimento e concavidadefulgdes, graficos de funcdes,
problemas de otimizacao;

4. Integral: a integral indefinida e suas proproeta a integral definida e suas

propriedades, area de regifes planas, Teorema ent do Calculo, areas.

A carga horéria total da disciplina é de 60 horda/aque foram assim distribuidas:

1. 50 (cinquenta) horas/aula em sala de aula, stomdd de aulas expositivas e de
resolucdo de exercicios, ministrados pelo profesegponsével pela disciplina, sendo que
algumas delas foram observadas pelo pesquisador;

2. 10 (dez) horas/aula em Laboratério de Informagtitas quais as 5 (cinco) atividades
exploratorias foram implementadas pelo pesquisasiemdo todas acompanhadas pelo

professor responsavel.

A bibliografia basica utilizada foi:

1. Célculo A — FLEMMING, D. M., GONCALVES, M. B. $dPaulo: Makron Books,
2010;
2. Célculo — STEWART, J., Volume |. Sdo Paulo: GaygLearning, 2010.

A turma era constituida por 17 alunos regularmengriculados no curso de
Matematica, sendo 15 alunos do 2° periodo e 2 slyrepetentes) do 4° periodo.
Apresentamos a eles os instrumentos e 0s objelwa®sso trabalho e os convidamos a

participar da pesquisa, sendo que todos aceitaraonwate. As 5 atividades elaboradas
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foram, entdo, desenvolvidas em dez aulas, todasstmaitias no Laboratério de
Informatica.

O laboratério do Departamento de Matematica da UHR@Fia sido recém
inaugurado; seus equipamentos eram novos e exristia de uma maquina por aluno,
favorecendo a conducgao das atividades propostanft@areutilizado foi o GeoGebra,
por varias razdes ja apresentadas, tais como laléat® de manipulacdo, a dinamicidade,
além de ser de livre utilizagao.

De acordo com Santos (2011), o GeoGebra € um pnagtwre de Geometria
Dinamica criado por Markus Hohenwalter, na Uniwdaidie de Salzburg, em 2001, “para
ser utilizado em ambiente de sala de aula”. Corme esfiware, é possivel construir o
grafico de uma funcéo, a reta tangente a curvdée) aessas construcdes, podemos
movimentar a reta tangente ao longo da curva, lpbssido uma manipulacédo dinamica
desse conjunto de entes geométricos.

Foram planejadas e implementadas 5 atividades mxpi@s (que seguem nos
Apéndices), que foram apresentadas e trabalhadasgm do periodo em que o professor
responsavel ministrava o contetudo relacionado a@atkrs de funcbes reais. Essas
atividades foram elaboradas com a sugestdo de swedalhadas em duplas, para
favorecer a interagao entre os alunos; algumasaduwgilizavam apenas um computador e
outras utilizavam um computador por aluno, mas rdedeendo em conjunto a mesma
atividade.

Nem todos os alunos compareceram a todas as abadpor questdes diversas e
pessoais, mas contamos com um percentual consaliel@\presenca dos alunos em cada
atividade, como explicitamos no quadro abaixo:

Atividade Conteudo Data Participantes

1 Construindo graficos de funcbes e | 18/01/2013 17

identificando seus principais elemento

U7

2 Construindo graficos de functes 25/01/2013 13
polinomiais e das retas tangentes utilizapdo
a Derivada
3 Construindo graficos de funcdes 08/01/2013 12
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polinomiais e movimentando a Reta

Tangente

4 Construindo graficos de Funcdes | 22/02/2013 14
Continuas e movimentando Retas
Tangentes, relacionando com as Derivagdas

Laterais

5 Problemas de Maximizacéo e Minimizaga68/03/2012 16

Tabela 1. Cronograma de Atividades Exploratorias

Como planejado, foi aplicado um Questionario Fiftple segue nos Apéndices)
como instrumento de coleta de dados, apos a reatizda Atividade 5, com o intuito de
verificar se havia indicios da construcdo de imagemceituais da definicdo de derivada.
E também, para investigar com cada participantepetrjuisa qual era sua definicao
conceitual a respeito do conceito de derivada, weaaque esta definicdo conceitual pode
ser explicitada através de palavras. Este quesitorf@i individual e 14 alunos se
interessaram em respondé-lo.

Com base nos instrumentos de coleta de dadosadbiéz em nossa pesquisa,
questionario, as cinco atividades exploratériasarstacdes do diario de campo e das
observacoes feitas pelo pesquisador ao longo dum&ns, daremos inicio, no préximo

capitulo, na descricdo e analise desse materigtiact.
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Capitulo 4

DESCREVENDO ANALITICAMENTE NOSSA PESQUISA

O que gueremos é aproximar a pesquisa da vida di@reducador,
em qualquer ambito em que ele atue, tornando-anstrumento de
enriguecimento do seu trabalho. Para isso €é netessa
desmistificar o conceito que a encara como priolée alguns
seres dotados de poder especiais, assim como iégestendé-la
como atividade que requer habilidades e conhecoeent
especificos.

M. André & M. Ludke

Ao longo de nosso trabalho, adotamos uma estratieg@esquisa que, esperamos,
permita-nos responder a nossa questao de inveltigéendo por base as referéncias
tedricas das Tecnologias da Informacdo e Comurocagd Educacdo Matematica, da
Visualizagdo e do Pensamento Matematico AvangadddokE procuramos elaborar
atividades exploratorias que nos auxiliassem nadde tais respostas, para que assim
pudéssemos verificar quais as possiveis contribgaidd uso do GeoGebra a construcéo de
imagens conceituais.

Passaremos, a partir de agora, a descricdo / endhs cinco atividades
exploratdrias e do questionario final, sempre djalmlo com os textos que utilizamos em
nossa pesquisa teorico-bibliografica. Buscamosfivari conexdes entre as ideias de
pesquisadores da area de Educacdo Matematica @umkscutidas no Capitulo 2, e os
dados obtidos nas resolugbes apresentadas e/auiadhscpelos participantes em nossa
pesquisa de campo.

Para findar o capitulo, elaboraremos categoriasadsede analise, apoiados em
nossos instrumentos metodolégicos e nas observagmizadas nas analises das

atividades exploratorias e do questionario.
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4.1. Descrevendo as atividades exploratérias

O nosso objetivo central € verificar as possivastribuicdes na formacao de
imagens conceituais que a utilizacaosdftwareGeoGebra, pode proporcionar. De acordo
com Giraldo (2002), “uma imagem conceitual ricavera da constru¢cdo de uma ampla
gama de correlagcbes e conexdes entre unidadegicaghireafirmando a teoria proposta
por Tall e Vinner, os quais propdem que a abordagemonceito de derivada deve incluir
representacdes mdultiplas. Portanto, propusemos citicidades exploratérias, abordando
em quatro delas, conceitos e aplicacées das desyadorimeira atividade abordou apenas
guestdes relacionadas ao conceito de fungéo eeBsuentos e propriedades.

Acreditamos, também, que a utilizacdo de tecnatogiantribui de forma
significativa para a aprendizagem em Matematicane,particular, na formacdo de uma
imagem conceitual rica, desde que a sequénciauigagles propostas explore as diversas
representacdes do conceito de derivada. De acorddzgraldo (2002):

O computador pode ser um instrumento poderoso @gseocesso de
enriquecimento das ligagbes entre unidades cogsijtipois processa
algoritmos com rapidez e eficiéncia e pode forneesultados sob uma
gama de diferentes representacdes. [...] Portamgperiéncias
computacionais podem ser usadas para complemenaividade da
mente humana, no sentido de contribuir para a fgiimale imagens
conceituais (GIRALDO, 2002, p. 104).

Sabendo das limitagcbes pedagodgicas e de algun®sefeegativos do uso de
computadores no ensino de Matematica, tentamo&-kgtou mesmo minimiza-los, pois
Giraldo (2002) afirma que: “Cada representacdo @@eevidéncia certos aspectos do
conceito, mas ao mesmo tempo oculta outros”. Issdena levar a uma atrofia dos
aspectos negligenciados. Assim, um dos possiveitogfnegativos em nosso trabalho
poderia ser a énfase na representacdo geométmeayer que coftwareutilizado é de
geometria dindmica, porém ess#twareapresenta uma janela algébrica, paralela a janela
geomeétrica, que pretendemos explorar bem, além rdeogar discussdes de pontos
conflituosos do conteudo proposto.

De acordo com Giraldo (2002), os pontos de cosflismrico-computacionais nao
devem ser evitados e sim enfatizados. Um dos pon&mgtivos que 0S recursos
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computacionais apresentam para 0s “conceitos mtate®&sao decorrentes da estrutura

finita dos algoritmos empregados.” O autor afirma:q

O uso inadequado de ambientes computacionais €iakpente se nédo
confrontados com outras formas de representac@ae- gontribuir para
a cristalizagéo da concepgao de que as limitagdesmesentacdo séo na
verdade caracteristicas do proprio objeto congibgrdevando a
formacdo de imagens conceituais restritas. [..§ddchipotese é de que,
se conflitos teodrico-computacionais sdo enfatizadesh lugar de
evitados, o papel pedagdgico das caracteristieasrites a cada forma de
representacao podem sofrer uma reversao positaspedem contribuir
nao para o estreitamento, mas para 0 enriquecimdatamagens
conceituais (GIRALDO, 2002, p. 4).

Faremos, agora, a andlise da primeira atividadefrgta dos conceitos de fungéo e
limites infinitos, e que serviu também para umafieacdo do grau de conhecimento /
intimidade dos participantes com software GeoGebra, escolhido por noés para o

desenvolvimento das atividades.

4.1.1. Atividade 1: Construindo gréficos de fungBeselementares e

interpretando dominio, imagem, raizes, continuidade limites infinitos.

Essa atividade foi pensada para, em primeiro lugaificar o grau de dominio dos
participantes em relacdo ao GeoGebra e, se neogssaplorar alguns recursos e
ferramentas dasoftware O objetivo principal foi verificar e explorar eateristicas e
conceitos fundamentais de funcdes elementares, amnuntos dominio e imagem,
raizes, continuidade e limites infinitos.

O primeiro passo foi fazer com o aluno tivesse atoné se familiarizasse com o
ambiente informatizado. Todos os participantesap@am desenvolvido alguma atividade
no laboratorio de informética e também conhecia@emGebra. Alguns tinham pouco
dominio das ferramentas disponiveis e outros api@&em mais habilidade no manuseio
do software inclusive um dos alunos era o responsavel por laboratério do
Departamento de Matematica e dominava muito o GeeGe

A atividade foi desenvolvida por 7 duplas e um ,trque doravante serao
denominados grupos, numerados de 1 a 8. A parfplatagem do grafico, esses grupos

deveriam responder a 6 itens: dominio, imagemzesaia funcdo, se esta apresenta pontos
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de descontinuidade e analisar seus limites inBnitBoram trabalhadas 10 funcbes

elementares, na seguinte ordem:

1) 6)
2) 7)
3) 8)
4) - 9)
) _ 10)

Foi entregue a cada grupo a atividade e, como ijaifo, eles tinham a sua
disposicédo, um numero de maquinas superior ao rideeparticipantes, todas novas e em
perfeitas condi¢cdes de uso. Para essa atividadgrupes responderam as questdes sem
nossa intervencgdo (autor e orientador dessa diggeit Apos a concluséo da atividade e
sua entrega, discutimos os pontos polémicos.

Todos os participantes demonstraram habilidade mirdo das ferramentas
elementares do GeoGebra; nenhum grupo apresefiittuldiide em plotar os graficos das
fungBes propostas e souberam observar as corrslagfie as janelas algébrica e gréfica.

Os grupos responderam corretamente as questdeg2jlg (3), portanto néo
tivemos, para essas trés primeiras funcdes, nentiestaque importante. Um ponto
interessante foi evidenciado na interpretacdo dgéim (4) e uma discussédo importante
acerca do conceito de continuidade pdde ser ledanta

Apresentamos uma construcao grafica da situacao:
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Figura 5. Questao 4 — Atividade 1

Com relacdo ao dominio, a imagem e as raizes, mephoblema foi apresentado;
todos os grupos responderam corretamente, um gupa o item dos limites, mas foi
apenas uma distracdo. O ponto polémico ficou pareeatao da descontinuidade, pois dois

grupos afirmaram que esta funcéo, -, ndo apresenta ponto de descontinuidade.

Como podemos observar a seguir:

d) Pontos de Descontinuidade: “o Ly -

d} Pontos de Descontinuidade:;

Figura 6. Descontinuidade da Questéo 4 — Atividade

A primeira resposta apresentada na figura, dadagvapo 2, € mais completa que
a do grupo 4, mas ambas foram dadas com base moonmasiocinio, que evidencia uma
falha na imagem conceitual do conceito de contadedde uma fungdo em um ponto. Esta
falha € proveniente de uma interpretacdo errdnedefiaicido formal de continuidade,
apresentada pelos grupos 2 e 5, que argumentam:
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A definicdo de continuidade é: estar definida@m o limite de f(x) ser
igual a f@), quando x tende @ Como a funcao néo esta definida am
nao tem sentido analisar continuidade neste p&tapo 2)

E exatamente por conta desta definicdo que a fulagiescontinua em x
= 0, pois para ser continua, em primeiro lugardelze estar definida no
ponto. (Grupo 5)

Abordamos novamente o grafico da funcdo e fizemos @analise, a luz da
definicdo trazida pelos participantes do grupauBfgmente com os demais itens, como o
principal deles, o dominio da fungdo. Aproveitanpasa discutir, também, os limites
laterais em torno do ponto polémico.

O fato descrito demonstra que a definicdo conderltéia estava correta e que as
imagens conceituais, que estavam em formacao, aestase apropriando de uma
interpretacdo errada da definicdo formal. Naquetenento, os alunos participantes da
nossa pesquisa tinham estudado o tema em saldadeoan o professor regente e muitos
deles ainda ndo tinham feito sequer um exercicio.

Portanto, acreditamos que o momento foi propicia panbas as partes: para nos,
pela oportunidade de ja no primeiro encontro estgte a frente com um bom exemplo
gue ilustra nossa teoria e para os participantgsedquisa, por se tratar de um exemplo
rico do conteudo trabalhado em sala, visto de wmad interessante.

N&o verificamos pontos relevantes nas questoeg6B)7) e (8) para desenvolver
uma discussao mais aprofundada, pois todos os gfiggsam inferéncias corretas nestas
guestdes, com apenas alguns erros que néo se emadem um nao entendimento
conceitual; assim, passaremos aos dois ultimos deratividade proposta.

Discutiremos as questdes (9) e (10) conjuntamenteapharmos que o0s tipos de
erros apresentados sdo de mesma natureza e tareh®fatp da discussdo desenvolvida
em sala de aula ter abarcado as duas em tornosfagre®nceito.

Apresentaremos, a seguir, as representacoes grédfisaguestdes (9) e (10):
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Figura 7. Questao 9 — Atividade 1
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Figura 8. Questdo 10 — Atividade 1

Os grupos foram unanimes em afirmar que a fungéo nNao possui
pontos de descontinuidade, porém, para a fungéo 0 mesmo erro cometido no
item (4) a respeito dos pontos de descontinuidazpareceu, discussdo que foi
rapidamente esclarecida, por se tratar de errosedana natureza.
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O ponto forte nessas duas questdes ficou por awgdimites infinitos: 6 dos 8
grupos erraram esses limites e boa parte dos iparttes responderam que essas fungdes
tendem ao infinito quando x tende ao infinito, semEie 2 desses grupos disseram que
esses limites ndo estdo definidos. Destacaremos dessas respostas e trechos da

discussé@o em torno da problematica:

9) f(x)=senx L o

s ! 2 | A
Yo T
a) Dy= |1 2
1
_ d) Pontos de Descontinuidade: M&o exslem onto!
= L-1 17 6 o o olus conti Puideat
b)im= L-1,1] e) lim f(x)= NdO < de clgcontiovid
e e fne o 0y ic
c) Raizes: o A} ..]-I.IH.-'/ )= NGO 2 onndine o Lpnile
A | Z
| =‘ Al
)
[
10) f(x)=tgx ; [
)
&7 /
el
a) D= | d) Pontos de Descontinuidade:
Xel L4
Coanw NE T )
b)Im= Iy e) lim f(x) = NG s depne o & mide
c) Raizes: . N. 1] im fx)= Nee s o fre o Lmiae
cor 0EH

Figura 9. Resolucdo do Grupo 2 — Atividade 1
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9) f(x)=senx

a)Dy=
d) Pontos de Descontinuidade:

b) Im = e) _fﬁp Jix) =

i (x) =
c) Raizes: ficied ()
10) f(x)=tgx
a) Dy = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) ]ix}) Filx) =

li x) =
¢) Raizes: \l_‘}l_./( x)

Figura 10. Resolucdo do Grupo 4 — Atividade 1

Estes tipos de erros foram uma constante nasugées dos grupos. Para o0s
grupos que responderam que e , inferimos que
eles estavam, na verdade, interpretando de forma@eera definicdo de limite. Assim,
conduzimos a discussao, no caso da funcdo sentgreando seu conjunto imagem, uma
vez que todos responderam corretamente a essaq@uést fim da conversa, estavam
todos de acordo e com uma ideia bem formada aitesjmeconceito de limites infinitos.

Os grupos gque responderam que os limites ndo estaefinidos, na verdade,
estavam querendo dizer que esses limite ndo ewistiessas evidéncias foram
comprovadas na discussdo promovida ao fim da egdiw das atividades, como

destacamos a seguir:

N&o tem como calcular esses limites, pois as inmadieardo sempre
oscilando, entdo a fungéo néo tende a lugar algumedida que x tende
ao infinito, tanto negativo como positivo. (Grupo 2

E no caso particular da funcdo tangente a funcéidaos de menos a
mais infinito, entdo ndo tem como defini-lo. (Grubho
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Ambas as falas comprovam que os grupos sabiamogjuanites ndo existem,
porém se equivocaram, matematicamente, em suasstasplsso demonstra uma imagem
conceitual que se distancia da definicdo formalidée de uma funcéo real. Mais uma
vez, tivemos a oportunidade de identificar umadatta formacdo e construgcdo de uma
imagem conceitual importante para uma aprendizaggmificativa dos conceitos do
Célculo.

Podemos afirmar que a Atividade 1 cumpriu seu pepel eficiéncia com relacao
a questdo da verificacdo do conhecimento dos jmatites em relacédo aoftwaree, indo
além de nossas expectativas na questao tedriceigalimente na questdo das imagens
conceituais. Assim, essa atividade nos fornecewsidas para elaboracdo das demais

atividades.

4.1.2. Atividade 2: Construindo graficos de Funcbefolinomiais e de Retas

Tangentes utilizando a derivada.

Como na Atividade 1, os participantes dessa atiidg haviam trabalhado o
conteudo em sala de aula com o professor regemt@npo, ao chegarem ao laboratério de
informatica, eles ja sabiam derivar funcées polirmisne também determinar equacéo de
retas tangentes.

Essa atividade foi realizada por 4 duplas e maidudos, que decidiram fazé-la
sozinhos, portanto teremos nessa analise 8 grépadividade consiste em verificar o
caréater local da derivada de uma funcao, calcudigkbricamente e sua relagdo com a reta
tangente no ponto escolhido. Pensamos para a atwid funcdes polinomiais, pois
naquele momento, os alunos ndo possuiam habilidagesssarias para o calculo de
derivadas mais requintadas; inclusive um dos aluredsulou todas pela defini¢ao,
utilizando limite, e ndo diretamente pelas regeaserivacao.

O objetivo foi verificar graficamente que existe aimelacdo entre o coeficiente
angular da reta tangente em um ponto da curvaegiwada nesse ponto. O procedimento
apresentado na atividade consistia em: 1) calalaerivada da funcdo; 2) obter as
equacoes das retas tangentes em trés pontos egecd) construir, no GeoGebra, 0s
graficos da funcdo polinomial e das retas. A pattis graficos plotados, verificar as

relacdes existentes entre esses graficos e a derzafuncao polinomial.
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Inicialmente, essa atividade se mostrou féacil, pos grupos resolveram
algebricamente as questdes propostas sem difi@gdatbtaram as curvas envolvidas em
cada questdo e verificaram o carater local da a@aivno ponto. Conseguiram fazer
corretamente inferéncias a respeito da relacde entterivada no ponto e a inclinacdo da
reta tangente. Todos os grupos entregaram as atesde fomos para o fechamento,
quando cada funcao era projetada e iniciAvamoscoméeersa.

Verificamos, entédo, que um dos grupos havia plotamlonesmo plano os graficos
da funcgéo juntamente com os gréficos das retas tangentef)vés de plotar os
graficos da funcdo e das retas tangentes, comoogimpApOs essa construcdo, eles

identificaram os pontos de intersecdo dessas dugast Vejamos a resolucdo da questao

(2):

Figura 11. Resolucdo do Grupo 3 — Atividade 2

Esta questdo gerou a seguinte solucéo grafica:
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Figura 12. Gréfico da Questdo 2 apresentada pelo Gpo 3

Pedimos a um dos alunos que demonstrasse o pra@dirpara determinar tal

solugéo e ele disse:

Construimos os graficos das funcfes e utilizamfesramenta intersecéo
de dois objetos, que fornece automaticamente @ssess, graficamente
e algebricamente; dai anotamos os valores na (Glhgo 3).

Esse mesmo grupo havia determinado as equacietmgentes corretamente,
como o0s demais grupos. Portanto, nenhum parti@pdgonstrou inabilidade ou falta de
entendimento com relacédo ao exercicio propostoeguelvia a derivada e a reta tangente
em um ponto.

Mais uma vez, a partir de um erro, promovemos uisudsao para o fechamento
da atividade. O grafico da derivada levantou unguigtacdo e certa curiosidade em
alguns participantes, alavancando boa discussaeseito da funcdo derivada, como

destacado em algumas falas abaixo:

Professor, o que o gréfico da fungéo derivada, , diz sobre a funcao
dada, ? E qual sua relacdo com a tangente? (Grupo 7)

Ora, sabemos que o valor da derivada em um pontioiehdnio, pode ser
interpretado geometricamente como a inclinagédo ela tangente ao
gréfico da funcdo. Portanto a funcéo, derivadadal@omportamento da
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inclinacdo da reta tangente, que coincide com knagéo da curva no
ponto. (Pesquisador)

E possivel encontrar a funcdo a partir da derivada dela? (Grupo 1)

Nao exatamente. Por exemplo: e !
possuem a mesma derivada, ; mas a fungdo derivada nos
fornece informacgdes importantes sobre o comportionga fungéo. Os
intervalos onde a derivada € positiva significa guéuncao e
crescente, onde a derivada é negativa a funcéo € decrescente e as
raizes da derivada sdo os pontos de maximo e mitémo . Vamos
ver graficamente. (Pesquisador)

Entdo, plotamos e projetamos os gréficos das a&mgitadas acima e com a
ampliacdo adequada fizemos as inferéncias, mosirgoe, pelo fato de as fungdes
quadraticas possuirem a mesma derivada, elas af@s® mesmo comportamento em

intervalos iguais de seus dominios.

Figura 13. Gréficos das fun¢des quadraticas e suadvada
A oportunidade serviu para discutir estas questesiriquecer ainda mais 0s

conceitos de derivada, em suas varias represestaf@mbém para mostrar a relagédo que

existe entre a funcao derivada, exposta graficaanerd funcéo primitiva.
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O procedimento adotado pelo grupo 3 serviu de nogola analisarmos cada uma
das questdes; obtivemos as intersecfes das tasgemte o grafico da funcdo

utilizando a ferramenta interse¢ao de dois objetm®i0 na questdo (2) abaixo:

Figura 14. Solucdo da Questdo 2 apresentada pelospeisador para discussao

Adotamos esse procedimento para todas as quest@®do uma énfase grafica
maior aos elementos obtidos algebricamente pelogogr Acreditamos que, com essa
atividade, tenhamos conseguido abordar o conceitdedivada em suas representacées

algébrica e geométrica, indo da primeira para arseay

4.1.3. Atividade 3: Construindo graficos de FuncbesPolinomiais e

movimentando Retas Tangentes.

Essa atividade foi pensada para reforcar os casce#balhados e desenvolvidos
na atividade anterior, porém, percorrendo o0 camimverso, ou seja, nessa atividade
irfamos do geométrico para o algébrico. Foi tamh#na atividade de exploracdo das
ferramentas que softwareoferece para andlise e construcao de graficosrd@és.

A atividade foi realizada por 12 participantes,ididtos em 5 duplas e mais 2
alunos que a fizeram individualmente mas discutiestne si a atividade. Assim, tivemos
7 grupos. A proposta apresentada aos alunos fmltrar exatamente com as funcdes da

Atividade 2, mas com outro foco, pois toda a atdel foi desenvolvida no computador,
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explorando as ferramentas que o programa dispdeagfesentado aos participantes o

seguinte roteiro:

1) Construa o grafico de cada funcdo no GeoGebra;

2) Marque um ponto sobre o grafico construidojzatildo a ferramenta “Ponto em
Objeto”;

3) Construa o grafico da reta tangente no ponexgelado, utilizando a ferramenta
“Reta Tangente”;

4) Movimente o ponto selecionado, utilizando aderenta “Mover”;

5) Observe a equacao da reta tangente na janélariakg

6) A partir dos graficos construidos, descreva asres de x para os quais a reta

tangente é crescente, decrescente ou constartigtimii® com seu colega!

De certa forma, as questdes levantadas e discutzdAsividade 2 serviram de base
para a elaboracdo dessa atividade e os conceitpetiionados e discutidos, a respeito da
relacdo entre a funcdo derivada e a prépria funf@am explorados geométrica e
algebricamente nesta atividade. A dinamicidade @oGgbra foi extremamente util e
interessante para a proposta pensada e apreseatati@idade 3.

Os participantes ndo apresentaram nenhuma difdeldara a execucao do roteiro
apresentado e gostaram muito da atividade. Em csse®m eles apos a conclusédo da
tarefa pelos grupos, tivemos a oportunidade ddicarique todos viram, empiricamente,
qual, de fato, era a relacédo entre a funcao dexieaafuncéo dada.

Destacamos durante o desenvolvimento da atividadeogcoeficiente angular da
reta tangente é o valor da derivada da funcao dtmp#é seguir, apresentamos o grafico da
questéao (3), que foi exposto para discussao addsrirabalhos, com as tangentes em trés
de seus pontos sendo que, durante a exposicdoasapena tangente foi tracada e

movimentada no decorrer da discussao:
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Figura 15. Questao 3 — Atividade 3

Embora simples e sem dificuldade para a execucémdém, com nenhum ponto
polémico na discusséo, a atividade foi muito rieaconstru¢cdo do conceito de derivada
como inclinacdo da reta tangente. Nenhum dos pmatites demonstrava duvida com
relacdo ao fato do coeficiente angular da retaciategser a derivada no ponto e, a medida
que essa reta era movimentada, seu coeficientavaarPortanto, parece que ficou claro
para todos que o sinal da derivada esta diretanfigatio a inclinacdo da reta tangente e,
portanto, também esta ligado ao crescimento oledeionento da fungéo.

Nesse momento, tivemos elementos suficientes paeditar que uma imagem
conceitual mais rica em detalhes e com represesgagifierentes ja se revelava entre os
participantes das atividades da pesquisa. Derdse pbdemos destacar duas: derivada da
fung&o no ponto como inclinacdo da reta tangemtsiaal da funcdo derivada relacionado
ao crescimento e decrescimento da funcdo. As di8easem torno desses pontos e as

respostas apresentadas pelos participantes nosue\aesse entendimento.

4.2.4. Atividade 4: Construindo graficos de FungbesContinuas e

movimentando Retas, relacionando com as Derivadasterais.

Essa atividade, diferentemente das demais, seormo antrodugcéo dos conceitos
abordados, ou seja, 0 professor regente aindaanda imiciado o contetudo de derivadas
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laterais em sala de aula. Talvez por esse motigoham sido necessarias mais
intervencdes de nossa parte no decorrer da ateidad

Participaram nesse dia 14 alunos, formando 6 dépBgarticipantes realizaram a
atividade sozinhos e discutiram-na entre si. Assivemos 8 grupos. Os procedimentos
propostos foram iguais aos adotados na atividatiian construindo a reta tangente em
um ponto qualquer, movendo esse ponto e, consemuente, a reta tangente. A ideia
principal era movimentar essa reta nas proximidatkesim ponto ja predeterminado e
verificar quais eram as derivadas a esquerda eegadilesse ponto, e assim dizer qual era
a derivada no ponto escolhido.

As funcgdes e os respectivos pontos escolhidos dmaaestao foram:

1) , b
2) , b
3) ,

4)

O primeiro ponto a se destacar nessa atividadea foecuperagcédo / énfase na
definicdo da derivada, pois para se analisar avatdai imediatamente a esquerda ou a
direita de um ponto, resgatamos a ideia ou o fatquk a derivada de uma funcédo € um
limite. N&o estavamos mais calculando a derivadapoto e sim investigando seu
comportamento nas proximidades do ponto escolltahddo, para que ela existisse no
ponto, os valores laterais deveriam ser iguais.

Essa conclusdo, de que a derivada no ponto exisei as derivadas laterais
existissem e fossem iguais, foi levantada por urtigg@ante e ndo pelo pesquisador, que
somente fez uma analogia com limites laterais. Essalusdo foi compartilhada com a
turma que, a partir dai, deu continuidade a atdedaAlguns grupos tiveram dificuldade
em esbocar o grafico da funcdo modular e todossaptaram dificuldades para esbocar a
funcdo da questdo (4); foi, entdo, necesséria eavemcdo do pesquisador. Apos essa
intervencado, todos concluiram a atividade com cagilidade e fomos, entdo, para o
fechamento, como de costume.

Alguns erros de interpretacdo foram reveladosrder a conversa e renderam

excelentes discussbes, como destacamos: as qué$j)oes(3), como ja poderiamos
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esperar, ndo apresentaram problemas na interpretag@ vez que sao curvas “suaves” e
as derivadas laterais existem e sao iguais. A od®) foi resolvida da mesma forma
pelos grupos, obtendo derivada a esquerda igudl @ & direita igual a 1, porém todos eles
afirmaram que a derivada no ponto era “indefinida®d, invés de ndo existir; apenas 3
grupos concluiram que a fungdo ndo era derivavel ém . Apresentamos duas dessas

respostas:

Figura 16. Resolucdo Grupo 2 — Atividade 4

Figura 17. Resolucdo do Grupo 4 — Atividade 4

Naquele momento, aproveitamos para, mais uma ekanbrar que a derivada é
um limite e que se os limites laterais sao difeagnisso implica que o limite ndo existe, e
isso ndo € a mesma coisa de ser indefinido. Esst&qufoi bem resolvida e entendida por
todos.

O erro apresentado na interpretacao da questdoi (gual ao da questédo (2), com
relacdo a indefinicdo da derivada, por 3 dos 8 @gums demais afirmaram que as
derivadas laterais eram iguais a 4 e, portantoervatla também seria igual a 4; isso
aconteceu pois, a0 movimentar a reta tangenteueetde , a equacao da tangente
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€ dada por y = 4; logo os cinco grupos, erroneagneitibuiram o valor 4 a inclinacdo da

reta tangente.
Destacamos, a sequir, o grafico da funcdo com thragentes, uma a esquerda e

outra a direita;

Figura 18. Grafico da Questédo 4 — Atividade 4

Os alunos que responderam que a derivada a esqualida4, provavelmente
confiaram mais no que estavam vendo na janelacgrabmada a uma certa desatencao,
do que nas imagens conceituais ja construidas. t@ euro apresentado, dizer que a
derivada é indefinida no ponto, remeteu-nos ao apresentado na questdo (2); logo, foi
rapidamente solucionado.

Durante esses esclarecimentos, uma duvida foi tedane gerou uma discusséo

gue envolveu a todos, quando um aluno perguntou:

Professor, as questdes (2) e (4) apresentam fugg@esdo definidas por
expressdes diferentes em intervalos diferentes ce es@tamente as
funcdes que apresentam pontos ndo derivaveissésapre acontece e €
a Unica forma de termos pontos ndo derivaveis2p@E8)

Aproveitamos a indagacgao e perguntamos aos demudisipantes se eles saberiam

responder a pergunta, apresentando exemplos, ay da&pdo exemplos de funcdes
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definidas por varias sentencas como a da quesjaaddvaveis em todos os pontos e
também exemplos de fungBes ndo derivdveis em pelmsnum ponto. Eles tentaram,
porém nao conseguiram elaborar um exemplo. No dasofuncdes ndo derivaveis,
sugerimos a eles que observassem as fun¢des nfmuesnem algum ponto.

Para as funcdes que sdo definidas por varias sastamomo a da questédo (4),
pedimos a eles que pensassem em uma funcdo, ndiarden que tenha derivada nula a

direita de algum valor de. Prontamente, um participante apresentou a funcéo , que

a direitade ! é nula, sugerimos, entdo que a funcdo a direita e fosse diferente
de , mas com derivada também nula. Outro aluno sugena funcdo constante, no
caso ! . Pronto! Construimos, conjuntamente uma funcdoocquoeriamos: definida

por varias sentencas e derivavel erh

~ 1% &! . - . .
A funcéo # 3@ . ( construida pelos participantes da pesquisa foi

apresentada graficamente:

Figura 19. Funcéo construida pelos participantes dante a realizacdo da Atividade 4

Varios aspectos tedricos de nossa pesquisa pudazarapurados no desenrolar
dessa atividade; as imagens conceituais do condeitterivada ficaram mais ricas, pelo

fato de trabalharmos de forma mais aprofundadaia ah derivada a partir do conceito de
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limites laterais, reforcando a definicdo de deravadmo um limite e aumentando, assim, o
namero de representacdes do conceito de derivada.

Outra questéo interessante que podemos destacaratiae dessa atividade, € o
fato da construcdo do conhecimento, em parte dengtel/imento do trabalho, ter partido
de um ponto conflitante na resolucdo da atividagmreconjecturas feitas pelo proprio
aluno. Isso exemplifica bem o que afirma Dreyfug9g):

Abstrair é primeiramente um processo construtiva €onstrucao de
estruturas mentais a partir de estruturas mateasatisto €, a partir de
propriedades e de relacdes entre objetos materpaticste processo €
dependente do isolamento de propriedades e relapdesriadas. Requer
a habilidade de trocar atencdo dos objetos emraigastrutura de suas
propriedades e relagbes. Essa atividade constrotergtal por parte de
um aluno é fortemente dependente da atencéo do,aamendo enfocar
nas estruturas que formardo parte do conceito aabstdesviando-se
daqueles que sao irrelevantes no contexto pretesidal estrutura se
torna importante, enquanto detalhes irrelevanté&oesendo omitidos,
deste modo reduzindo a complexidade da situaca&{PRIS, 1991, p.
37, traducao nossa).

Nesse momento do desenvolvimento de nossas ategdacera possivel notar, em
alguns dos participantes da pesquisa, uma constamuc@ima formacéo de representacdes
distintas do conceito de derivada, tais como: d@eiavno ponto como inclinacdo da reta
tangente, derivada como uma fungdo que descreventessalos de crescimento e

decrescimento da fungéo e derivada como limitgor@emidades de um ponto.

4.1.5. Atividade 5: Problemas de Maximizacédo e Mimizacao

A quinta e ultima atividade, que passaremos agatasarever, foi pensada para
apresentar a derivada como uma ferramenta na ¢@solde situacbes problema de
otimizacao, o que a tornou um pouco mais elabagadzbalhosa que as anteriores.

Participaram dessa atividade 16 alunos, divididos/egrupos, sendo 5 duplas e 2
trios. Escolhemos 5 problemas retirados do livsaatela disciplina: o primeiro ligado a
Biologia que trata de maximizacdo do fluxo de atragueia; o segundo no qual se pede
para minimizar o custo de um obra; o terceiro gqatatda minimizacdo de uma area; o

guarto que envolve o volume de um caixa retangalate o objetivo € minimizar o custo

80



de producéo, dados os precos dos materiais; ooqgue pede para se maximizar o lucro
de uma empresa.

A proposta era que cada grupo resolvesse um prabseguindo um roteiro, e ao
final, as solucdes de cada problema seriam soatiEiz O roteiro para solucionar cada

problema era o seguinte:

1) Leia atentamente 0 problema proposto para ogeguo e anote as variaveis
envolvidas;

2) Expresse algebricamente a funcdo que modelanraitamente o problema e
seu dominio de definicéo;

3) Construa o gréafico da funcdo modelada no GeaGebr

4) Margue um ponto sobre o grafico construidojzatiido a ferramenta “Ponto em
Objeto”;

5) Construa o grafico da reta tangente no pontgaiado, utilizando a ferramenta
“Reta Tangente”;

6) Movimente o ponto selecionado ao longo da cunidizando a ferramenta
“Mover”,

7) A partir do grafico construido, descreva o pot¢omaximo (ou minimo) e o
valor méximo (ou minimo) da funcdo, de acordo comrablema proposto,
discutindo com seus colegas!

8) Anote a equacao da reta tangente que apargareia algébrica,

9) Utilizando as derivadas primeira e segunda, figee algebricamente os
resultados obtidos no GeoGebra.

10) Apresente o problema e sua solucao para stegasale sala!

Essa atividade foi muito bem planejada em termostedepo, porém fatores
externos influenciaram negativamente na conducadrdbalhos: uma greve dos coletivos
na regido da universidade atrapalhou nossos plaigsns alunos chegaram atrasados e
disseram que s6 compareceram porque estava coralnadseria nosso encontro final de
conclusao dos trabalhos, mas que teriam que ir enrbais cedo.

Mesmo diante de tal problema, conduzimos normalenesttrabalhos. Ajudamos
alguns grupos no equacionamento do problema pm@osa derivacao algébrica; alguns

deles tiveram problemas no esboco, pois a funcétaga requeria melhoramento na
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imagem. Um problema em especial gerou mais cordlit@nte os trabalhos: o problema
(2), pois apresentava valores pequenos para asa@std ponto minimo e imagens com
valores elevados; esse fato fez com que o graficlunicdo ndo aparecesse na tela grafica
do programa. Com nossa ajuda, esse problema faoroaado; Esse conflito, previsto
nesses tipos de atividades, foi enfrentado, juntéeneom os participantes do grupo (4),
pois como afirma Giraldo (2002), devemos enfatasaconflitos tedrico-computacionais e
nao simplesmente evita-los, se quisermos contripaia 0 enriquecimento das imagens
conceituais dos participantes.

Depois de resolver essa questao com o grupo, s¥aobk/ socializar sua solucéo.
Destacamos o grafico da questao (2), que foi egpamta a turma e discutido:

Figura 20. Problema 2 — Atividade 5

Esse foi o produto final da resolucdo; mostramoturena todo o0 processo,
utilizamos a lousa para determinar a funcédo queeseptava o problema e, em seguida,
plotamos seu grafico, que inicialmente ndo apareciatela; apds ajustes dos eixos,
chegamos a essa versdo. Dai, seguimos o roteingant®d um ponto e tracando a
tangente, movimentamos essa tangente a fim de-Bema posicado horizontal, ou seja,
tangente com inclinacdo nula. Um aluno quis saberocresolvé-la algebricamente; pelo
pouco tempo, ndo sugerimos essa resolucdo comwmlaal®; ela foi resolvida pelo

pesquisador na lousa, chegando ao valor #% * como raiz da derivada.
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Por conta do pouco tempo que tinhamos, optamo&p,epbr expor apenas mais
um dos cinco problemas propostos, o problema (t)s@r de uma area menos comum que
as demais dos outros problemas. Da mesma forma gueblema (2), equacionamos o

problema e apresentamos sua solucéo grafica.

Figura 21. Problema 1 — Atividade 5

Esse grafico também necessitou de ajustes nos gaxasuma melhor visualizacao,
mas nao apresentou dificuldades em ser interpredentendido por todos os
participantes.

Embora tenham ocorridos problemas na execucaordballios dessa atividade,
entendemos e pudemos observar que ela cumpriu apal pedagdgico e parte
consideravel do seu objetivo principal foi alcargalldo tivemos tempo para expor e
discutir todas as questdes da atividade, mas as qlieaforam expostas desempenharam
bem sua finalidade. Assim, o ponto central da @aide, que seria resolver o problema de
maximizacdo ou minimizagdo utilizando os recurso&figps / computacionais que o

softwareoferece foi observado.
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4.2. Elaborando Categorias / Eixos de Anélise

Daremos inicio, agora, a descricdo das categor&igos de analise, tarefa que
consideramos fundamental para os objetivos tragadas que sabemos tratar-se de uma
questdo ardua e perigosa. Na perspectiva da pesquialitativa, as categorias nos
permitem agrupar e/ou comparar dados apresentazksae decisbes dependem, quase que
exclusivamente, do olhar do pesquisador; portatb@res diferentes poderiam gerar
categorias distintas das estabelecidas.

A partir da andlise das atividades, juntamente nossa observacédo do desenrolar
da pesquisa de campo, além das notas de campefedencial tedrico / bibliografico e do
Questionario de Avaliacdo das Atividades, decidirestipular duas categorias / eixos de
analise: A formacdo de Imagens Conceituais e A alisacdo proporcionada pelo
GeoGebra.

Relembremos que o questionério foi entregue ao&ldzessete) alunos presentes
no dia da realizacdo da Atividade 5, e pelo poeagpb disponivel naquela oportunidade,
optamos por fornecer aos participantes o quesimmacombinamos que eles deveriam
entrega-los na aula seguinte ao professor regentercha, sendo que 14 (quatorze) deles
devolveram o questionario respondido. Para a eikuanalise desses questionarios, estes
foram numerados de 1 a 14, de forma aleatériaaptart nos destaques necessarios, vamos

nos referir ao nUumero de cada um.

4.2.1. A formagao de Imagens Conceituais

Das teorias cognitivas que envolvem o Pensamenttervédico Avancado,
escolhemos a que foi desenvolvida por Tall e Virsodre Imagem Conceitual e Definicao
Conceitual, por sua consisténcia, pela gama deriaatisponivel e por se tratar de um
campo de pesquisa no qual o orientador dessa pasajuia.

Revisitando nosso referencial tedrico, percebemes ge acordo com Tall e
Vinner (1981) e Tall (1992), a imagem conceituaf essociada a estrutura cognitiva total
de um conceito, incluindo todas as representac@sesais, ja existentes ou adquiridas em
experiéncias cotidianas. Todas as demais leitaoasp Dreyfus (1991) e Giraldo (2002),

giram em torno dessa teoria central desenvolvidd alb e Vinner.
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Optamos por trabalhar nessa pesquisa em um amimémteatizado, utilizando o
software GeoGebra, por acreditar que tal ferramenta despernos estudantes um
estimulo a aprendizagem do conceito de derivadasena verificar de que forma as
atividades desenvolvidas com uso de goftware de geometria dindmica poderiam
influenciar na formacao das imagens conceituais.

Recorrendo novamente a nosso referencial teOnmmneramos em Marin (2011) e
Villarreal (1999) subsidios que necessitavamos para planejamento adequado das
atividades exploratorias, a fim de obtermos um besultado no que se refere a uma
aprendizagem significativa e, dessa forma, mellpoo\eitar o que as atividades em um
ambiente informatizado poderiam oferecer.

Para confirmar o que foi planejado ao longo de todprojeto de pesquisa e
verificar quais as possiveis contribuicdes queilzagdo de umsoftwarede geometria
dindmica pode proporcionar a formacdo de Imagemzé&imais relacionadas a derivada,
destacamos algumas respostas dadas pelos patésiganQuestdes 1 e 2 do Questionario
de Avaliacdo das Atividades.

Destacaremos, primeiramente, as respostas dadassidQ 1: “Apoés a realizacao

das atividades com o uso do GeoGebra, quais sponagpais ideias e/ou representacoes

pode utilizar representacdes gréficas em sua regpos

Consideramos relevantes as seguintes afirmacoes:

Apos o uso do GeoGebra no ensino do conceito deader, acredito que
0 entendimento logico e espacial deste conceitmtese mais claro. Ao
se mostrar a derivada de forma menos abstrata, adnwinacdo da reta
tangente a curva em um determinado ponto, acredite meu

entendimento I6gico para seu ensino e utilidadardim mais claros.
Assim sendo, as atividades associadas ao uso deeBem sem davida,
contribuiram largamente para a consolidacéo desteed¢o bem como de
tantos outros relacionados ao tema (ponto de magimminimo, ponto

de inflexdo, concavidade). (PARTICIPANTE 4).

Associo o0 conceito de derivada pensando em suafgaométrica, isto
€, que a derivada é o coeficiente angular da egtgente a curva, num
ponto P do gréfico da fungéo. (Veja a figura) (PARPANTE 14).
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Figura 22. Questédo 1 — Questionério de Avaliacédo datividades

Passaremos agora a Questao 2: “Se vocé tivessxpliear a um colega, o que é a
derivada de uma funcédo real de uma variavel, confaria, utilizando suas proprias
palavras?”

Destacamos, também, algumas das respostas dadapadicipantes:

Explicaria que considerando-se que a funcdo érugmtia derivada é a
inclinacdo no ponto, da reta tangente. (PARTICIPENB)

Se tivesse que explicar o conceito de derivad@@éai (como ja o fiz)
iniciaria tentando deixar claro a esséncia desteeaitn, evidenciando
que a derivada nada mais é do que a inclinacaetaaangente que passa
por aquele ponto, e posteriormente mostraria quahportancia deste
conceito, qual sua utilidade pratica ao aluno, cqrob exemplo para
calcularmos aproximadamente os valores de certag0és ou
encontrarmos 0s subsidios basicos a construcdordfcog de uma
funcdo. (PARTICIPANTE 4)

“A derivada de f num ponto x € a reta secante s&tmlo tangente.” Ou
melhor, é a inclinacdo da reta tangente a CunERTRCIPANTE 6).

E o coeficiente angular da reta tangente no p¢RB®SRTICIPANTE 9).

Baseados nas observacOes realizadas durante ovoleseento das Atividades
Exploratorias e nos depoimentos colhidos nos Questios de Avaliacdo das Atividades,
temos evidéncias que nos levam a acreditar quéizacéio das TICEM aliada a sequéncia
de atividades exploratorias contribuiram para ané@méo e enriquecimento de Imagens

Conceituais relacionadas ao conceito de derivamha,destaque para:

- aimagem algébrica da derivada associada a agélonda reta tangente;
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- a imagem geomeétrica da derivada como coeficianggilar da reta tangente a uma curva

num ponto;

- aimagem aplicativa da derivada na obtencao do®p criticos de uma funcao;

- a imagem aproximativa da derivada nos valoresnda funcéo nas proximidades de um

ponto;

- a imagem transformativa da derivada quando asestante se torna tangente;

- aimagem local da derivada como sendo uma piagutee pontual.

4.2.2. A visualizacdo proporcionada pelo GeoGebra

Ao pesquisar e ler a Teoria da Visualizacdo em &gl Matematica, apoiados em
Villarreal (1999), Frota (2013) e Flores (2012), phiamos nosso referencial tedrico e
adquirimos bagagem suficiente para dar continuidamke trabalhos. De certa maneira,
estdvamos prontos para ir a campo e colocar encgratque havia sido planejado,
colhendo informacdes sob a luz desses referenciais.

“ A

A visualizacdo “é considerada como uma ferramendida pa compreensao
matematica”, segundo Villareal (1999) e, de acardm Tall (1991), a visualizacédo tem
papel fundamental para o Caélculo. Varias séo agumss que relacionam o Célculo e o
uso dos recursos computacionais; nosso referetad@ico nos permite dizer que, as
tecnologias tem desempenhado papel muito importentésualizacdo em Calculo.
Continuaremos essa reflexdo, analisando as outnas diuestbes do nosso
Questionério de Avaliacdo das Atividades, as Qess#e 4. Comecaremos pela Questédo
3: “Em que medida e de que forma vocé considera qudilizacdo do GeoGebra
contribuiu para a sua aprendizagem das propriedadeplicacdes das derivadas?”

Separamos algumas das respostas colhidas:

Através do GeoGebra temos uma visdo melhor do qoetece com a
derivada. Através dos gréficos, podemos conhegenalpontos criticos
da funcdo. (PARTICIPANTE 1).
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Acredito que com a utilizacdo do GeoGebra é maid fasualizar a
teoria, de modo que torna-se mais real, mais pelpévfacilita a
compreensdo do conceito. (PARTICIPANTE 3).

O GeoGebra se torna uma ferramenta muito Ut quaodado
corretamente. O GeoGebra me auxiliou a enxerganan@s conceitos
de derivada, bem como reta tangente da funcioinaatdde no ponto,
crescimento/decrescimento, maximos/minimos e osopote inflexao.
Fica mais facil também para achar a equacédo dataefgente, sem
precisar fazer calculos. (PARTICIPANTE 7).

Acredito que contribuiu muito, principalmente naualizacao da funcéo
e da reta tangente. Ajudou muito também para s ficar s6 teoria
ja que é um curso muito dificil. Além disso uma ¢éo tem muitas
propriedades e com o GeoGebra facilita a visudizac
(PARTICIPANTE 9).

Nessas e em outras respostas € muito forte a peeskn termo visualizagao;
entretanto, salientamos que, em nenhum momentaitii@ado o termo visualizacao,
enquanto teoria. Naturalmente as respostas coaduzaresse termo.

Em nosso entendimento, pelas associacfes que osipaates fizeram, a

visualizacao proporcionada pelo GeoGebra podensapretada nas seguintes dimensoes:

- formacdo de imagens mentais e representacfescagrafVILLARREAL, 1999),
destacada na visualizagdo dos conceitos de deyiveniatinuidade, crescimento e

decrescimento, maximos e minimos de uma funcéo;

- interpretacdo de imagens informacdes e constrdeaepresentacdes visuais (FROTA,
2013), destacada na visualizacdo da “teoria” deaveotbrna-la “palpavel”, facilitando a

compreensao dos conceitos;

- raciocinio baseado no uso de imagens mentaiORHES, 2012), destacada na
visualizacdo da reta tangente ao grafico de umeafure a relacdo com sua expressao

algébrica.

Passaremos a ultima questédo do Questionario deaé&ialdas Atividades, Questao
4: “A partir do desenvolvimento deste projeto, géah sua impressdo final sobre a
utilizagdo dosoftware no ensino de Calculo?” A seguir, seguem algumapostas

apresentadas:
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Tive uma boa impressédo com relacdo a utilizacasofteraresno ensino
de Calculo, principalmente por se tratar de umarnzatue muitas vezes
nao € vista com riqueza de detalhes no Ensino Méalisando-se muitas
vezes de dificil compreensdo para os alunos, estfpa utilizacdo de
recursos computacionais torna-se menos abstraajach atencdo para
os detalhes graficos, consequentemente esclarede mateoria.
(PARTICIPANTE 3).

Finalmente, de forma mais genérica acredito quilizagao desoftware
em sala de aula, quando utilizado de forma diredanre especifica ao
ensino de um tema, contribui largamente para meresia aprendizagem
do aluno, pois além da abordagem do tema matemdéicoma forma
mais diferenciada, o uso dwftwarecontribui para que o aluno veja e
encare o tema ensinado com algo mais facil, aadsgi@pavel, e assim
obtenha um entendimento maior e uma visao difedntema ensinado,
algo que nao seria possivel sespftware (PARTICIPANTE 4)

E muito importante o uso deoftwareno ensino de Célculo, com eles
podemos perceber e visualizar muito melhor as oades e aplicagcbes
dos contetdos. (PARTICIPANTE 6).

E muito interessante a utilizacio sidftwaresno aprendizado de Célculo,
nos ajuda a entender e ter uma visdo mais amplgudoacontece na
derivada. (PARTICIPANTE 8).

Com as anotac¢fes do diario de campo e as resuigidas nessas duas questdes,
temos evidéncias para crer que, de fato, a utdzatpsoftwareGeoGebra no ensino de
Céalculo e, em particular, no ensino de derivadaagroporcionado e, ao mesmo tempo,

facilitado a visualiza¢do dos conceitos e propdedaelacionados a derivada.
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Crescer como profissional, significa ir localizarsno tempo e
nas circunstancias em que vivemos, para chegarnses am ser
verdadeiramente capaz de criar e transformar adagl@ em
conjunto com 0s nossos semelhantes, para 0 alacaBSssos
objetivos como profissionais da Educacao.

Paulo Freire

Como forma de conclusdo deste trabalho, propomoagmsa, a elencar um

conjunto de respostas a questdo norteadora de ingsstigacao:

Quais sao as possiveis contribuicdes da utilizacdo softwareGeoGebra
para a formacao de imagens conceituais relacionadas conceito de Derivadas
nos processos de ensino e aprendizagem de Calcylo |
a partir da realizacao de atividades de construgcade graficos?

Antes, porém, cabe ressaltar que acreditamos tegidd nossos objetivos,
especialmente agora, quando passamos a idenéfeaalisar as possiveis contribuicdes da
utilizacdo dosoftwareGeoGebra aos processos de ensino e aprendizag@alaldo |, a

partir da realizacdo de atividades de construgétegpretacao de graficos.

1. A contribuicdo para a formacdo e o enriquecimemt de imagens conceituais

multivariadas relacionadas ao conceito de Derivadas

Nossa pesquisa mostrou que a realizacdo das aatesdexploratorias com a
utilizacdo de umnsoftware contribuiu para a formacdo e a lapidacdo de vanegens
conceituais relacionadas as derivadas, com destpau@ as imagens algébrica e
geométrica da derivada como inclinacdo da retaetaegnum ponto, além das suas

propriedades fundamentais na construcéo do grdéaoma funcéo.
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Acreditamos que, em nossa pratica docente, é foewkal trabalharmos com as
vérias representacdes da derivada, pois o cogiitado entre as imagens construidas em
sala de aula e no laboratorio de informatica cbaigpara um enriquecimento das imagens
conceituais e pode levar ao estabelecimento deici@édis conceituais mais proximas das

definicdes formais dos conceitos do Célculo |.

2. A contribuicdo para a construcdo de conceitosartir das atividades exploratorias

com o GeoGebra

Nossa pesquisa mostrou que a realizacdo dasaatescexploratérias com o uso do
GeoGebra contribuiu para a possibilidade de cogétrule novos conceitos associados a
derivada no laboratério de informatica, sem quesssnceitos tenham sido trabalhados
em sala de aula, como foi o caso da apresentagétedaadas laterais de uma fungao.

Acreditamos que, em nossa pratica docente, é fiugi@al estimularmos nossos
alunos a pensarem em exemplos e contraexemplogsanegl no desenvolvimento dos
conceitos do Calculo I, pois assim eles podem sgr spais estimulados ao raciocinio e a
uma participacdo ativa que perpassa os limitesadoratorio de informatica e acaba se
estendendo a sala de aula.

3. A contribuicdo para a aplicacdo dos conceitos dderivadas em problemas de

Maximizacao e Minimizacao

Nossa pesquisa mostrou que a realizacao das apgdeploratérias de construgcédo
de gréaficos contribuiu ndo s6 para o entendimem® cbnceitos e propriedades das
derivadas mas também valorou sua aplicacdo emgpnals praticos envolvendo a propria
Matematica e outras areas do conhecimento, o que seenpre € uma prioridade nas
ementas tradicionais de disciplinas de Célculo.

Acreditamos que as aplicacbes ndo so ressignifisansonceitos do Calculo I,
como também remetem a um resgate historico dassrdz Calculo Diferencial e Integral,
cujo desenvolvimento inicial dos conceitos estavelado a suas aplicagdes; do ponto de
vista didatico, os problemas de Maximizacdo e Mipagdo também enriguecem as
imagens conceituais formadas pelos alunos, porilplitss a utilizacdo dos conceitos e

propriedades das derivadas.
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4. A contribuicdo para a formacdo de um professor & Matematica que valorize a

visualizacao proporcionada pelas TICEM

Nossa pesquisa mostrou que a realizacdo das aatesdexploratdrias utilizando
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo em Educkigiematica contribuiu para a
formacdo inicial de um professor de Matematica goevivenciar, como discente, uma
experiéncia que ressalta a importancia da visug@zapasse a valorizar seus diversos
processos em sua futura pratica docente.

Acreditamos que a utilizacdo das TICEM tem um papelamental no fomento e
desenvolvimento dos processos de visualizacdopguesua vez, sdo imprescindiveis para
a formacdo de imagens mentais e representacdesagrafos processos de ensino e
aprendizagem de Calculo I.

Por fim, gostariamos de destacar, enquanto pesigujsa importancia das
discussBes ocorridas ap0s a realizacdo das atdgdakploratorias. Elas foram
fundamentais na promocado de uma aprendizagem isgivd por parte dos alunos,
levando a ampliacdo das suas representacdes mertaifortalecimento das suas imagens
conceituais.

Ademais, queremos ressaltar a importancia da egdiizde novas pesquisas dentro
desta temética, talvez ampliando-as para outrosettmis do Calculo, o que pretendemos

fazer em futuras jornadas.
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Apéndice 1. Atividade 1

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matemati¢ddCEB

MTM 212 — CALCULO | — 2012/2
Projeto: Construcao e interpretacdo de gréaficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens dniace relacionadas a
Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama IRara

Atividade 1: Construindo graficos de Func¢des Elementares e imfgetando dominio,

imagem, raizes, continuidade e limites infinitos.

Obijetivo: Identificar dominio, imagem, raizes, continuidadargtes infinitos de funcdes

elementares a partir dos graficos construidos ra=8bra.
Sequéncia Didética:1) Construa o gréfico de cada fungédo no GeoGebra;

2) A partir do gréfico construido, analise cadanitdiscutindo
com seu colega!
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Funcbes Elementares:

1) f(x)=x
a)h= d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) J@irg f(x) =
lim f(x) =
c) Raizes: X
2) f(x)=x2
a) b= d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) lim f(x) =
lim f(x) =
c) Raizes: ¥
3) f(x)=x3
a)h = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) il@m; f(x) =
lim f(x)=
c) Raizes: w
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) f(x):%

a)h = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) lim f(x) =

lim f(x) =
c) Raizes: ¥
5) f(X) =+/X
a)h = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) lim f(x) =

lim f(x)=
c) Raizes: e
6) f(x) =|
a) by =

c) Raizes:

b) Im = d) Pontos de Descontinuidade:
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i, 109~

e) )l@lﬂl f(x)=
7) f(x)=¢eX
a)h = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) lim f(x) =
lim f(x) =
c) Raizes: ¥
8) f(x)=Inx
a)h = d) Pontos de Descontinuidade:
b) Im = e) lim f(x) =
lim f(x)=
c) Raizes: ¥

9) f(x)=serx
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a) by =
b) Im =

c) Raizes:

10) f(X) =tgx

a) Ds=

b) Im =

c) Raizes:
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d) Pontos de Descontinuidade:

e) il@m; f(x) =
fm, 1095

d) Pontos de Descontinuidade:

e) )l@lﬂl f(x)=
fim, 19 =



Apéndice 2: Atividade 2

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de MatematiddCEB

MTM 212 — CALCULO | — 2012/2

Projeto: Construcéo e interpretacdo de graficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens doiace relacionadas a

Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama |IRara

Atividade 2: Construindo graficos de Fungbes Polinomiais e de eéias Tangentes

utilizando a derivada.

Objetivo: Identificar as propriedades de retas tangentegartdo derivadas de funcdes

polinomiais a partir dos graficos construidos noGebra.

Sequéncia Didatica:1) Construa o gréafico de cada funcdo no GeoGebra;
2) Calcule algebricamente a derivada;
3) Obtenha a equacgéao da reta tangente nos podioados;
4) Construa os graficos das retas no GeoGebra;
5) A partir dos graficos construidos, analise agafa, discutindo

com seu colega!

a) Verifique se a reta é crescente, decrescente @iasus;

b) Relacione com o valor da derivada.
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1) f(x)=x?;

X=2® t:

Analise:

X=0® t:

Anélise:

X=2®t:

Anélise:

2) f(x)=x3;

X=1® t:

Anélise:

XxX=0® t:

Analise:

XxX=1®t:

Analise:

3) f(X)=x3- 3x;

X=1® t:

Analise:

X=0® t:

Anélise:
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XxX=1®t:

Anélise:

4) f(x)=2x;

X=1® t:

Anélise:

X=k® t:

Anélise:
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Apéndice 3: Atividade 3

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matemati¢ddCEB

MTM 212 — CALCULO | — 2012/2

Projeto: Construcao e interpretacdo de gréaficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens doiai® relacionadas a

Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama IRara

Atividade 3: Construindo gréficos de Fun¢bes Polinomiais e mawientando Retas

Tangentes.

Objetivo: Identificar as propriedades de retas tangentegarido a ferramenta “Reta

Tangente” de func¢des polinomiais a partir dos go&ficonstruidos no GeoGebra.

Sequéncia Didatica:1) Construa o grafico de cada funcdo no GeoGebra;
2) Margque um ponto sobre o grafico construido,izatiido a
ferramenta “Ponto em Objeto”;
3) Construa o grafico da reta tangente no pontecegiado,
utilizando a ferramenta “Reta Tangente”;
4) Movimente o ponto selecionado, utilizando a derenta
“Mover”,

5) Observe a equacao da reta tangente na janélarialsg
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6) A partir dos graficos construidos, descrevaalsres de x para 0s
quais a reta tangente € crescente, decrescente onstaite,

discutindo com seu colega!

1) f(x)=x?

Crescente:

Decrescente:

Constante:

2) f(x)=x3

Crescente:

Decrescente:

Constante:

3) f(x)=x3- 3x

Crescente:

Decrescente:

Constante:

4) f(x)=2x

Crescente:

Decrescente:

Constante:
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Apéndice 4: Atividade 4

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matemati¢ddCEB

MTM 212 — CALCULO | — 2012/2

Projeto: Construcao e interpretacdo de gréaficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens doiai® relacionadas a

Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama IRara

Atividade 4: Construindo gréficos de Funcbes Continuas e movimw@ando Retas

Tangentes, relacionando com as Derivadas Laterais.

Objetivo: Identificar as derivadas laterais de fungdes caainutilizando a ferramenta

“Reta Tangente” a partir dos graficos construidm§&eoGebra.

Sequéncia Didatica:1) Construa o gréafico de cada funcdo no GeoGebra;
2) Marque um ponto sobre o grafico construido,izatiido a
ferramenta “Ponto em Objeto”;
3) Construa o grafico da reta tangente no ponteceeiado,
utilizando a ferramenta “Reta Tangente”;
4) Movimente o ponto selecionado a direita e a esigudo ponto
fixado, utilizando a ferramenta “Mover”;

5) Observe a equacéo da reta tangente na janélarialsg
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6) A partir dos graficos construidos, descreva atores das
derivadas laterais e conclua se a funcéo € detiv@vponto fixado,

discutindo com seu colega!

1) f(x):xz; x=0

4,sex£2
X2, sex>2 "’

1
N

2) f(x)=
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Apéndice 5: Atividade 5

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matemati¢ddCEB

MTM 212 — CALCULO | — 2012/2

Projeto: Construcao e interpretacdo de gréaficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens doiai® relacionadas a

Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama IRara

Atividade 5: Problemas de Maximizag&o e Minimizacéo.

Objetivo: Identificar os extremos de funcdes derivaveis aaido a ferramenta “Reta

Tangente” a partir dos graficos construidos no Go&

Sequéncia Didatica:1l) Leia atentamente o problema proposto para g0 e anote

as variaveis envolvidas
2) Expresse algebricamente a funcdo que modelammaitamente o
problema e seu dominio de definigcéo;
3) Construa o grafico da fungcdo modelada no GeaGebr
4) Marque um ponto sobre o grafico construido,izatiido a
ferramenta “Ponto em Objeto”;
5) Construa o grafico da reta tangente no pontecswiado,
utilizando a ferramenta “Reta Tangente”;
6) Movimente o ponto selecionado ao longo da cumiéizando a
ferramenta “Mover”;
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1)

2)

7) A partir do gréfico construido, descreva o pam¢omaximo (ou
minimo) e o valor maximo (ou minimo) da fun¢éoaderdo com o
problema proposto, discutindo com seus colegas!

8) Anote a equacao da reta tangente que apargaraia algébrica;

9) Utilizando as derivadas primeira e segunda, figee

algebricamente os resultados obtidos no GeoGebra.

10) Apresente o problema e sua solucao para stegasale sala!

PROBLEMAS PROPOSTOS (FLEMMING e GONCALVES, 2006)

Na Biologia, encontramos a formuta , -. , onde+ é o fluxo de ar na traqueia,
, € a velocidade do ar.ea area do circulo formado ao seccionarmos a tiaque
Quando tossimos, o raio diminui, afetando a vebmbéddo ar na traqueia. Sengo r
o raio normal da traqueia, a relacdo entre a w#doi@ V e o raio r da traqueia

durante atosse é dadapof 0-/ [/, / ,onde0 é uma constante positiva.

Supondo/; 2 cmeO 3456 ') . Calcule o valor dé para o qual teremos o

maior fluxo possivel.

Uma rede de agua potavel ligara uma central daetiamnto situada na margem
de um rio de 500 metros de largura a um conjunimtd@onal situado na outra

margem do rio, 2000 metros abaixo da central. @oals obra através do rio € de
640 milhares de reais por quildmetro, enquantoerma,tcusta 312 milhares e reais
por quildmetro. Qual é a forma mais econbmica dénstalar a rede de agua
potavel?
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3)

4)

Um galpdo deve ser construido tendo uma &rea rd@ange 12100 m A
prefeitura exige que exista um espaco livre de darfrente, 20 m atras e 12 m de
cada lado. Encontre as dimensdes do lote que teAhea minima na qual possa ser

construido este galpéo.

Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve sdruida de forma que o seu
volume seja 2500 tnO material da base vai custar R$ 1.200,00 foe mmaterial
dos lados R$ 980,00 por’nEncontre as dimensdes da caixa de modo que o cust

do material seja minimo.
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5) Suponha que o custo tot8l9 de producdo de toneladas de um produto, em
milhares de reais, € dado p8r9 !%!9 2%*9 9 . Supondo que a
empresa possa vender tudo que produz, determinero maximo que pode se

obtido, se cada tonelada do produto € vendida prago de 21 milhares de reais.
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Apéndice 6: Questionario Final

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de MatematiddCEB

MTM 212 — CALCULO | —2012/2
Projeto: Construcao e interpretacdo de gréaficos com o asoftivares
no ensino de Calculo: trabalhando com imagens dniace relacionadas a
Derivadas de Funcdes Reais

Professores:Frederico da Silva Reis e Marcio Augusto Gama |IRara

Questionario Final: Imagens Conceituais relacionadas a Derivadas.

Objetivo: Identificar as principais imagens conceituais liela@das a derivadas formadas

a partir da construgéo de graficos no GeoGebra.

1) ApoOs a realizagdo das atividades com o uso do €@a(squais sao as principais ideias
e/ou representacdes (algébricas, geométricasagjsitc), que vocé associa ao conceito de

derivada? (Vocé pode utilizar representacdes gmfien sua respostal)

2) Se voceé tivesse que explicar a um colega, céquéderivada de uma funcéo real de uma

variavel, como o faria, utilizando suas propriasp@as?

3) Em que medida e de que forma vocé considera gqiizacédo do GeoGebra contribuiu

para a sua aprendizagem das propriedades e aglécdad derivadas?

4) A partir do desenvolvimento deste projeto, géah sua impressao final sobre a
utilizacédo desoftwaresno ensino de Calculo?

Muito obrigado por sua participacdo no projeto!
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